Janusz B. Kepka — Ruch absolutny i wzgledny

Xli1.1.3. Plusy prostopadie do minuséw.

René Descartes (1596-1650) wprowadzil uktad wspdtrzednych prostokatnych.
Sa to trzy proste wzajemnie prostopadle i przecinajace si¢ w jednym punkcie, zwykle
oznaczanym jako zero (0).

Fig. M.7. Kartezjanski uktad wspotrzednych prostokatnych.

Tym samym, wyznaczonych jest sze$¢ potprostych o wspolnym poczatku w 0.
Zauwazmy tez, ze w powyzszym uktadzie wspotrzednych prostokatnych nie ma zadnych
strzalek (kierunkow), ani tez ,,plusow” 1 ,,minus6w”.
Przestrzen, w ktorej nie wyrdzniamy kierunkow, takze pluséw i minusow, lecz badamy
wlasnosci figur, zwana jest przestrzenia euklidesowa, lub arytmetyczna, lub kartezjanska,
a nawet zwana jest przestrzenia absolutna.

W podobny sposob, dwie proste wzajemnie prostopadle i przecinajace si¢ w jednym
punkcie, wyznaczaja plaszczyzng.
Kazdej pétprostej mozna przypisaé kierunek poprzez zaznaczenie strzalka.
W takim przypadku, mozna utworzy¢ dwa po dwa trojwymiarowe uklady wspdtrzednych
prostokatnych, ktorych to ukladow osie wspohrzednych sa parami wzajemnie przeciwnie
skierowane.
Kazdy z tych uktadow jest 6sma cze¢scia kulistej przestrzeni.
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Fig. M.8. Para kartezjanskich trojwymiarowych uktadéw wspotrzednych prostokatnych,
ktorych osie wspohrzednych sa parami wzajemnie przeciwnie skierowane.

W wielu (ale nie we wszystkich!) przypadkach wygodne sa uktady tréjwymiarowe, jak na rys.
M.8. Jest to nasza wygoda, a nie wlasciwo$¢ tego §wiata!

Jak juz wyzej wskazali§my, w algebrze wprowadzono pojecie liczb dodatnich oraz liczb
ujemnych. Znaki plus (+) oraz minus ( — ) odnosza si¢ do przeciwnych cech elementow,
ktérym przypisujemy liczby. Stad z kolei nazwy: liczby dodatnie oraz liczby ujemne.
Natomiast w geometrii, liczby dodatnie i ujemne reprezentowane sa graficznie jako dwie
przeciwnie skierowane pdlproste (Fig. M.1.).
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Jezeli do geometrii wprowadzimy znaki plus oraz minus, to otrzymamy tréjwymiarowe uklady
wspotrzednych prostokatnych o przeciwnych znakach, doktadnie dla przeciwnych kierunkow.

+Y

+z

+X

Fig. M.9. Dwa przeciwnych znakow uktady wspotrzednych prostokatnych.

Jezeli teraz powyzsze dwa uklady zsuniemy ze soba tak, aby miaty wspolny poczatek w 0,
to otrzymamy uktad jak nizej.
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Fig. M.10. Zlozenie dwu uktadéw o przeciwnych znakach.
A teraz, uwaga! Optycznie powstat jeden(!) uktad, w ktorym

PLUSY SA PROSTOPADLE DO MINUSOW !!!

Ale nie jest to prawda, poniewaz na rys. M.10. sa dwa uktady wedtug rys. M.9.

Jednak w matematyce rysuje si¢ uklady wspdtrzednych prostokatnych, w ktorych
jednak ,,plusy sa prostopadlte do minuséw”. Dokladnie jak na rys. M.10.
Sprobujmy wigc zastosowaé twierdzenie Pitagorasa do obliczenia warto$ci przeciwprostokatnej
trojkata prostokatnego w uktadzie wedhug rys. M.10.
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Fig. M.11. Twierdzenie Pitagorasa dla ,,prostopadtych” liczb dodatnich
i ujemnych w kartezjanskim ukladzie wspotrzednych prostokatnych.

I ¢wiartka.

(+a)" + (+h)" = (+16) + (+9) = (+25); ¢ = (+25) = (+5)
Doktladnie taka sama warto$¢ liczbowa otrzymamy dla liczb bezwzglednych.
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II ¢wiartka.
Mamy: (—a)’ + (+b)* =2

Gdybysmy zastosowali wskazana przez nas wyzej regule, ze operacja mnozenia, potggowania,
takze operacja pierwiastkowania, nie zmienia znaku tych liczb, to otrzymaliby$my:

(=16) + (+9) = (=7); ¢ = J/(=7) =(-2,645...).
Jak wida¢, w tym przypadku nie mozna zastosowac twierdzenia Pitagorasa.
Wobec tego, ,,uczeni w pismie” wymyslili dodatkowa regule, wedtug ktorej iloczyn liczb tego
samego znaku, tak ujemnych jak i dodatnich, zawsze daje w wyniku liczbg... dodatnia, i wtedy
otrzymuja:

(-a)’ + (+b)* = (+a)" + (+b)" =’ + b’ = (+e)’ = ¢*
czyli dodatnig warto$¢ ¢ (Fig. M.11.).

Taki sama warto$¢ liczbowa otrzymuje sig dla liczb bezwzglednych.

111 éwiartka.
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Fig. M.12. Twierdzenie Pitagorasa dla ,,prostopadtych” liczb dodatnich
i ujemnych w kartezjanskim ukladzie wspotrzednych prostokatnych.

Matematycy otrzymuja: (—a)* +(=b)* = +¢?

Natomiast wedhig wskazanej przez nas wyzej reguty, mamy: (-a)* +(=b)* = —c>.

Z kolei, mamy tez: V—c¢’ =—c.
I jest to dlugo$¢ odcinka przeciwnie skierowanego do odcinka (+¢) w I éwiartce.
Ale matematycy twierdza, ze jest to dlugos¢ odcinka (boku kwadratu) w II ¢wiartce.

W IV ¢éwiartce jest podobnie jak w IT éwiartce.

Powyzsze trudnosci wynikaja stad, ze pierwotnie twierdzenie Pitagorasa stosowano dla
liczb bezwzglednych. Stad z kolei sugestia, ze twierdzenie to odnosi si¢ tylko do operacji
dodawania liczb dodatnich.

Ale rownie dobrze mozna przyjac, ze twierdzenie to odnosi si¢ takze do sumowania liczb
ujemnych.

Nie uwzglednia si¢ takze, Zze sumowanie liczb przeciwnego znaku jest réwnowazne
odejmowaniu liczb bezwzglednych.

Odcinkom przeciwnie skierowanym przypisuje si¢ liczby przeciwnego znaku.
Rownie dobrze, liczby przeciwnego znaku mozna przypisa¢ powierzchniom, np. kwadratom.
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Fig. M.13. Twierdzenie Pitagorasa dla liczb dodatnich i ujemnych.

Pole kwadratu: w I éwiartce: S, = (+a)*, a w III éwiartce: Sp = (—b)”.

Pola te mozemy przedstawi¢ jako liczby na osiach (+ x) oraz (—x) (Fig. M.15.).
Suma tych pdl (twierdzenie Pitagorasa): a*> + (— b)’ = (a +b)(a—b) =a’ —b*=¢’.
Lub: Sa+(-Sp)=Sa—Sp=Sc.

Sa, Sp oraz S, sa liczbami. Identycznie jak liczbami sa: a, b oraz c.

Jezeli S, > 0, to liczba (+S.) znajduje si¢ na osi (+x) i moze by¢ przedstawiona w postaci
kawadratu, podobnie jak (+S,).
Jezeli S, <0, to liczba (—S.) znajduje si¢ na osi (—x).
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