Janusz B. Kepka — Ruch absolutny i wzgledny

Xlii.1.2. Rozwiazania urojone.

Matematycy twierdza, ze Karl Friedrich Gauss (1777-1855, astronom, fizyk i
matematyk niemiecki) twierdzil za zycia swego, ze kazde roéwnanie stopnia n zawsze ma
doktadnie n rozwiazan. Ani mniej, ani wigcej.

Uprzejmie ,,donosimy’’: powyzszego Karl Friedrich Gauss nie twierdzil!

Ale tak poswiadczaja (na pisSmie!) matematycy, ale juz po $mierci K.F.Gaussa, i upieraja si¢,
ze kazde rownanie musi mie¢ odpowiednia ilo§¢ rozwiazan.

Poniewaz, jak wiadomo, nie wszystkie rownania maja t.zw. rozwigzania, to
matematycy przedstawiaja, ze jezeli dane rOwnanie nie ma rozwiazan w dziedzinie t.zw.
,,liczb rzeczywistych”, to ma takie rozwiazania w dziedzinie... ,liczb urojonych”!

Powyzsze rozpatrzymy na przykladzie réwnania stopnia drugiego, na ktore
matematycy najczesciej powoluja sig.

Roéwnanie stopnia drugiego z dwiema niewiadomymi ma postac:

Ax* +2Bxy + Cy* +2Dx + 2Ey + F =0
Mozna wykazaé, ze powyzsze rOwnanie przedstawia soba:

1. zbior pusty (rownanie nie jest spelnione przez zadna parg liczb x oraz y);

2. punkt;

3. dwie proste (pokrywajace si¢ roznie);

4. okrag (x*+y*+2Dx +2Ey + F =0);

5. elipse powstajaca z okregu przez powinowactwo prostokatne wzgledem osi x lub osiy:
(AX* +Cy*+F=0 dla AC>0, A F<0 oraz A #C);

. hiperbole (Ax*+ Cy*+F=0 dla AC <0orazF # 0);

. parabole (Cy* + 2Dx +2Ey + F=0 lub Ax’+2Dx+2Ey + F=0).

N N

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych (uktad kartezjanski) parabola opisana
réwnaniem:

ax’ +bx+c= y (M.6.)
przedstawiona jest na rys. M.2.
I. Dla a > 0, czyli dla (+a), ramiona paraboli skierowane sa w kierunku dodatnim osi y.

Dla a < 0, czyli dla (—a), ramiona paraboli skierowane sa w kierunku ujemnym osi y.

II. O$ symetrii s paraboli okre§lona jest przez prosta o rdwnaniu
(prostopadia do osi x):

b
=—— M.7.
X, = M.7)

Dla a oraz b jednakowego znaku, 0$ symetrii s znajduje si¢ po ujemnej stronie osi X.
Dla a oraz b r6znych znakow, o$ symetrii s znajduje si¢ po dodatniej stronie osi x.

Dla b = 0 o$ symetrii s paraboli pokrywa si¢ z osia y.
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ax=0

Fig. M.2. Parabola o rownaniu: y = ax’ + bx + ¢

IIT Wspotezynnik ¢ okresla punkt przecigcia paraboli z osig y.
IV. Wierzcholek V (vertex) paraboli okreslony jest przez wspotrzedne:

2
V| x, =—£; y, = dac=b = A (M.8.)
2a 4a 4a

gdzie: A=b’ —4ac (M.9.)
zwane jest wyroznikiem rownania kwadratowego (M.6.).

W ogolnosci, wykres réwnania (M.6.) przecina si¢ lub nie przecina si¢ z osia X
w prostokatnym ukladzie wspotrzednych (uktad kartezjanski).
W celu sprawdzenia tego, réwnanie (M.6.) piszemy w postaci:

ax’ +bx+c=0 (M.10.)
czyli narzucamy warunek: y = 0, czyli szukamy takich wartosci x, dla ktérych y = 0.

a) jezeliA >0, to méwi sig, ze rownanie (M.10.), posiada dwa rozwiazania (pierwiastki)
Xj oraz X, ktore okreslaja dwa punkty przecigcia si¢ paraboli (M.10.) z osig x:

_b_\/Z Yo j
1=—=X0— —_——
2a a
S (M.11.)
—b++A Y,
2=—=X0+ —_——
2a a )

Powyzsze oznacza, ze y, oraz a powinny by¢ przeciwnych znakow.

b) jezeli A =0, to takze y, =0, i parabola posiada punkt stycznosci z osia x (wierzchotek
paraboli).
W takim przypadku, dane rownanie paraboli posiada tylko jeden pierwiastek (IM.7.).
Punkt stycznos$ci traktowany jest tu jak podwojny punkt przecigcia: X3 =Xz =X, .
Stad tez okreslenie: podwojne rozwiazanie.

¢) Jezeli A <0, toy,oraz a s3 tego samego znaku, i parabola nie przecina si¢ z osia X,
a takze nie ma punktu stycznosci z osia x (Fig. M.2.).
W takim przypadku mowi sig, ze rownanie (M.10.) nie ma rozwiazan, poniewaz nie ma
i nie moze by¢ liczb okreslajacych potozenie punktéw przecigcia ramion paraboli z 0sig X.

W przypadku braku t.zw. rozwiazan (parabola nie przecina si¢ z osia x), mamy:
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-b-v-A_ [y

X = — %o

a

-b++-A Yo
x2=2—=xo+ +—=
a a

Powyzsze zalezno$ci warto, a nawet nalezy poréwnac z zalezno$ciami (M.11.).

(M.12.)

Rozwiqgzania (dostownie!) urojone

Brak rozwiazan wedlug zaleznosci (M.12.), a co wskazywane jest ujemna wartoscia A
pod pierwiastkiem, bylo ,,inspiracja” do znalezienia jednak rozwiazan, rzekomo na zgodnos¢
z twierdzeniem Gaussa, ze kazde réwnanie stopnia n musi mie¢ doktadnie n rozwiazan.

Ani mniej, ani wigcej. Korzysta sig tutaj z symbolu i = J-1 jaki wprowadzit L. Euler.

Stosujac powyzsze, dla warunku A < 0 przedstawia sig, ze jezeli rownanie (M.10.) nie
posiada rozwiazan w dziedzinie liczb rzeczywistych w postaci rozwiazan (M.11.), to posiada
rozwiazania w dziedzinie t.zw. liczb urojonych, czyli pierwiastkow zespolonych postaci:

_ —-b-iv-A _
[ =—————— =
2a a

= ZbtiN=A LY.
? 2a ¢ a

(patrz np.: 1. N,. Bronsztejn i K. A. Siemiendiajew — Matematyka. Poradnik
encyklopedyczny, ttum. z ros., PWN 1968, str. 170).

s M.13.)

Powyzsze jest arbitralnym dopisaniem (sic!) liczby i=+—1 przed pierwiastkiem
w zaleznos$ciach (M.12.). Powoduje to zmiang znaku A pod pierwiastkiem.
Tym samym, ,rozwigzania” (M.13.) nie s3 ani liczbami urojonymi, ani tez liczbami
zespolonymi! Dokladnie wbrew zapewnieniom matematykéw. Dowod powyzszego:

Wedhug definicji liczby i, a podanej (osobiscie!) przez L. Eulera, mamy:

_-b-iv=A_-b-V+a__ [y, “
! 2a 2a ° a
s M.14.)
-b+iv-A -—-b++J+A Y,
X2= = =X0+ Yo
2a 2a a |

183 to ,,rozwiazania” w dziedzinie liczb catkiem rzeczywistych (!) wedlug zaleznosci (M.11.).

Ale, bardzo dokladnie wedtug powyzszej ,,metody matematycznej”, mozemy (a nawet
,musimy”’!) wstawi¢ symbol i przed pierwiastkami rozwiazan catkiem rzeczywistych, czyli
w zaleznos$ciach (M.11.), i mamy:

—b-iJA —b-+i’A —b—\/—A LYo

Xl = = = 0 —
2a 2a
(M.15.)
—b+1\/_ —b+x/ A —b+\/—A {
? 2a 2a

I sq to bardzo dokladnie ,,rozwiqzania” postaci (M.12)!
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Cyyli... brak rozwiqzan!

Dalej wykazemy, ze zaleznosci (M.13.), (M.14.) oraz (M.15.) odnosza si¢ do zmienionych
roéwnan paraboli wedtug zaleznos$ci (M.10.).

Translacja paraboli

Powtorzmy: pisanie réwnania (M.6.) w postaci (M.10.) oznacza, ze szukamy
punktow, czyli liczb x; oraz x, im przypisanych na osi x, a nie gdziekolwiek indziej. Ma to na
celu sprawdzenie, i bez wykonywania wykresu, czy dana parabola:

— przecina si¢ z osia x ( dwa rozwiazania (M.11.);

— ma jeden punkt wspolny z osia x (jedno podwoéjne rozwiazanie (M.7.);

— nie przecina si¢ i nie ma punktu wspdlnego z osia x (nie ma rozwiazan w postaci zapisu
(M.12.), a co nazywane jest brakiem rozwiazan).

I nic wigcej! Bardzo dokladnie nic wigcej!

W przypadku ujemnej wartosci A, czyli braku rozwiazan postaci (M.11), zapis (M.12.)
wlasnie braku rozwiazan ,,modyfikowany” jest przez matematykéw do postaci zespolonych
zaleznos$ci (M.13.), czyli (M.14.). Rozpatrzmy wigc co nastgpuje.

,Rozwigzania” (M.14.) oraz (M.15.) otrzymuje si¢ w wyniku zmiany znaku A pod
pierwiastkiem, odpowiednio w zaleznosciach (M.12.) oraz (M.11.). A to wylacznie poprzez
dopisanie liczby i przed pierwiastkiem.

Ale zmiana znaku A (a tym samym zmiana znaku y, ; Eq. M.8.) jest bardzo dokladnie

: L. T2 . .
réwnowazna dodaniu wartosci (£2A) oraz w, pod odpowiednimi pierwiastkami
a

zaleznos$ci (M.11.) oraz (M.12.).

Zaldézmy, ze dane roOwnanie nie ma rozwigzan wedhug zaleznosci (M.12.).

Dopisujac pod pierwiastkami (2A) znajdujemy ,,rozwiazania” (M.14.), czyli ,rozwiazania”
(M.13.), czyli rozwiazania (M.11.).

Ale powyzsze oznacza translacj¢ paraboli wzdhuz osi y dokladnie o wartos¢ (-2y,), a co
zostalo przedstawione na rys. M.3.

Parabola zostata przesunigta w dot, i... przecigla si¢ z osia x-6w.
I w ten oto ,,prosty sposob” znalazty si¢ ,,;ozwiazania” catkiem rzeczywiste, a nie urojone!

}r.u

Fig. M.3. Translacja parabolio (F2y,).
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Ale przesunigta parabola nie jest juz ta sama parabola: jest parabola o innym rownaniu!
A oto dowod powyzszego.
W szczegblnosci, jezeli rownanie postaci (Fig M.3.)

+ax’* +bx+c=0 (a>0) (M.16.)

nie ma rozwigzan x; oraz xp (Eqs M.12., parabola o ramionach skierowanych do gory
znajduje si¢ ponad osia x-6w), to przesunigcie paraboli w dot o warto$¢ (-2y,) powoduje, ze
wierzcholek paraboli znajdzie si¢ pod osia x-6w, a powyzsze rOwnanie przyjmuje postac:

ax’ + bx + (c — 2y,) = 0 (M.17.)
i parabola ma punkty przecigcia x; oraz X, , czyli rozwiazania (M.14)..
Ale réwnanie (M.17.) NIE JEST JUZ réwnaniem (M.16)!

Oczywiscie, przesunigta w dot parabole mozemy z kolei przesunaé¢ w gorg, czyli
w rownaniu (M.17.) doda¢ w nawiasie (+2y,). Otrzymamy z powrotem rownanie (M.16.),
a parabola znajdzie si¢ ponad osia x-6w.
A to oznacza... ,brak rozwiazan” wedhig zaleznosci (M.15.)!

Jako przyktad, na ktéry matematycy bardzo lubia powolywaé sig, rozpatrzmy
rOwnanie nastgpujacej postaci:

X+1=0 (M.18.)

Mamy wigc: a=+1>0; b=0 oraz c¢=+1>0.
Ponadto: x,=0; A=—-4<0 oraz y,=+1>0.

Roéwnanie (M.18.) nie ma rozwiazan, czyli parabola nie przecina si¢ z osia X, poniewaz
wierzcholek paraboli znajduje si¢ ponad osig x-0w (y, > 0) oraz ramiona skierowne sa
w dodatnim kierunku osiy (a > 0).

}rJL

Fig. M.4. Translacja paraboli (Eqs M.18. oraz M.20.).

Brak rozwiazan mozemy zapisa¢ za pomoca zaleznosci (M.12.), i matematycy pisza:

X1=_ _4=— —£=—»\/— =—i
2 4
(M.19.)

X, = —4_y —%=+\/—1=+i

2
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zaklinajac si¢ ,,na wszystkie §wigtosci”’, ze istnieja liczby urojone nie tylko dodatnie, ale
takze ujemne (Eqs M.4.), a ktore (pono¢) sa jak najbardziej ,rzeczywiste”, poniewaz sa...
,urojone”’!

Zeby to ,juudowodni¢”, matematycy uzywaja ,reguly” (M.4.), i znajduja ,rozwiazania”
(M.13.):

2 4
iy 4
X, = “2 4 /—Z=+i 1 = (+i)(H) = -1

Nie mowi sig przy tym, ze dokonano translacji paraboli (Fig. M.4).

(M.20.)

,,Rozwiazania” (M.20.) s stuszne dla rownania:
X=1=0
Ale NIE JEST to rownanie (M. 18.)!

Jak to wyzej przedstawili$my, matematycy twierdza, wskazujac na K.F. Gaussa, ze
kazde roOwnanie stopnia m musi mie¢ n rozwigzan. Jezeli nie w dziedzinie t.zw. liczb
rzeczywistych, to w dziedzinie t.zw. liczb urojonych.

Oto6z, za zycia swego Karl Friedrich Gauss twierdzil (Disquisitiones arithmeticae,
1801), ze kazde rdéwnanie stopnia m moze mie¢ maksymalnie n rozwigzan, ktéorym
odpowiada n punktdéw przecigcia prostej z krzywa opisang tym rownaniem.

Ale, moze mieé nie oznacza, ze musi miec.

Ale przekonanie matematykow sprowadza si¢ do wiary (glebokiej!), ze kazde réwnanie
drugiego stopnia musi mie¢ dwa rozwiazania.

A to oznacza, ze parabola musi przecinaé si¢ z 0sia x-6w.

Uprzejmie ,,donosimy” za $.p. K.F. Gaussem, Ze... nie musi! Amen.

Przestrzen hiperurojona

Jak wyzej wskazali$my, wiasnie L. Euler wprowadzit zapis i=+/-1, ktoéry to zapis
stal si¢ podstawa ,,wynalazku” liczb urojonych.

Z kolei, my pozwalamy sobie wprowadzi¢ liczbe o hiper wlasnosciach, zwana dalej
liczbq hiperurojongq j, postaci:
j=+o

Poniewaz zero (0) jest suma dowolnych liczb symetrycznych (wedlug matematykow,
oczywiscie), to tym samym liczba hiperurojona j ma bardziej ogdlny charakter niz liczba
urojona i, poniewaz j zawiera w sobie wszystkie liczby znane i nieznane, w tym takze liczby
dowolnie... urojone!

Wro¢my teraz do réwnania (M.16.). Wedlug matematykow réwnanie to posiada
,rozwigzania” (M.13.) w dziedzinie t.zw. ,liczb urojonych”. Zastepujac w zalezno$ciach
(M.13.) , liczby urojone i’ ,,liczbami hiperurojonymi j”, znajdujemy:

“b¥W-A_ b _ (M.21.)
2a 2a
1 jest to rozwiazanie wedhug zaleznosci (M.7.), a co widac na rys. ML.5.

WykazaliSmy wigc, ze niezaleznie od ,,przestrzeni urojonej i’ istnieje ,przestrzen
hiperurojona j”, ktéra — podobnie jak ,,przestrzen urojona i” — jest catkiem... rzeczywista!
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0 éxn X

Fig. ML.5. Translacja paraboli (Eq. M.16.) w ,,przestrzeni hiperurojone;j”.

Ponadto, w ,,przestrzeni hiperurojonej j”, hiperurojona liczba j moze by¢ jednym z rozwiazan
dla wszystkich rownan postaci (M.10.).

Zauwazmy wigc, ze pisanie rownania (M.6.) w postaci rownania (M.10.) jest niczym
nieuzasadnionym wskazaniem, ze tylko zmienna y moze spetnia¢ warunek: y = 0.
Ot6z, zmienna x tez moze spetnia¢ ten sam warunek.
Dlatego, nie tylko mozemy, ale musimy napisa¢: y = 0 oraz x = 0. Dla tych warunkéw,
jednakowych dla obydwu zmiennych, w kazdym réwnaniu stopnia drugiego (takze
dowolnego stopnia n) krzywa okreslona danym réwnaniem przecina si¢ z poczatkiem uktadu
wspotrzednych.
Spetnione jest to dla warunku: ¢ = 0 w rownaniach (M.6.) oraz (M.10), i mamy:

ax’ +bx=(ax +b)x=0
skad znajdujemy dwa rozwiazania (Fig. M.6.):
x, =0

(M.22.)

jak najbardziej rzeczywiste!

Fig. M.6. Parabola w ,,przestrzeni hiperurojonej j”.

Zamiast wigc megczy¢ dzieci w szkole skomplikowanymi i niezrozumiatymi
rozwiazaniami (M.11.), i z kolei robi¢ ,,wynalazki” w postaci liczb urojonych i zespolonych
postaci (M.12.), nalezy podziata¢ liczba hiperurojona j na czynnik ¢ w réwnaniu (M.10.),
ipisac:

ax’ +bx+jc=0
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Kazda parabola opisana powyzszym réwnaniem przecina si¢ jednoczesnie z osiami x oraz y,
czyli przecina si¢ z nimi w poczatku ukladu wspoétrzednych, czyli x3 = 0, jak to
przedstawiono na rys. M.6.

Jezeli chcemy znalez¢ drugi punkt przecigcia, to tatwiutko w pamigci (!) znajdziemy
rozwiazanie X, wedhug zaleznosci (M.22.).
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