Janusz B. Kepka — Ruch absolutny i wzgledny

I11.6. Wahadlo proste.

Przez wahadlo proste rozumiemy ruch oscylacyjny punktu materialnego o masiec m
po dolnym tuku okregu o promieniu R, w stalym polu grawitacyjnym g = constant.

Fig. I1.6.1. Rozklad wektora g przys$pieszenia ziemskiego na sktadowe a,
oraz a,. Skladowe te nie wyznaczaja charakterystycznego punktu
na okregu, wzgledem ktorego oscyluje czastka o masie m.

Praktyczna realizacja powyzszego jest wprawiony w ruch cigzarek o masie m
zawieszony na nici o dlugosci R.

Zauwazmy od razu, iz praktyczna realizacja ro6zni si¢ od definicji wahadla prostego juz
chociazby ztego wzgledu, ze wedhug definicji amplituda wahan spetnia warunek: ¢ <m,

podczas gdy praktyczna realizacja ogranicza ruch oscylacyjny do wartosci amplitudy ¢ < % .

Ponadto, wprowadzenie nici wprost sugeruje rozktad wektora g na dwie sktadowe: normalna
a, wzdluz nici, oraz styczna a¢ do okregu.
I tak sig to czyni, jak to pokazano na rys. I1.6.1.

Zauwazmy wigc, ze skladowa a, nie ma zadnego wptywu na ruch czastki, lecz okresla
ksztalt toru ruchu. Z kolei, kierunek sktadowej stycznej a. jest taki, ze czastka kierowana jest
poza tor ruchu!

Z powyzszego wprost wynika, ze beda powazne trudno$ci przy opisie ruchu oscylacyjnego
czastki po tuku okrggu, w oparciu o sktadowe a, oraz a.

I rzeczywiscie. Trzeba bylo stworzy¢ az specjalny rachunek formalny, zwany ogdlnie
funkcjami eliptycznymi, aby po wielce zlozonych i specjalnych zatozeniach oraz watpliwe;j
zasadno$ci podstawieniach znalez¢ wzor na okres T wahadta prostego w postaci:

T=4 JE K(k)
g

7
gdzie: K(k) = I

du
J1=Kk?*sin’ u

jest petna catka eliptyczna pierwszego rodzaju, gdzie z kolei przyjmowany jest warunek:

¢

. . D . .
sin —=sin —sinu =Kk sinu
2 2
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Wartosci funkcji K(k) mozna obliczy¢ postugujac si¢ rozwinigciem K(k) w szereg
potegowy (wzor Newtona) wzgledem k << 1, i.e. zaklada si¢, ze k jest duzo mniejsze od
jednosci, czyli zaktadajac niewielka amplitude wahan, nie przekraczajaca kilkunastu stopni
katowych.

Rozwijajac funkcje K(k) w szereg potegowy wzgledem sin(¢/2), znajdujemy (patrz np.:
Szczepan Szczeniowski — FIZYKA DOSWIADCZALNA, Czeéé I, str. 225, PWN,
Warszawa 1972):

2 2
T=2r R 1+ 1 sin2£+ 13 sin4£+
g 2 2 (24 2

2 2
(L35) o 68 (1:3:57) L w6 (IL6.1.)
2.4-6 2 (2:4.6-8 2

Jak wida¢, powyzsze rozwiazanie jest tak ,,proste”, ze nazwe ,,wahadlo proste” zmieniono na
nazw¢ ,,wahadlo matematyczne”.
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Fig. 11.6.2. Okresy T(¢) wahadla matematycznego wedtug Eq. (I1.6.1.)
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Fig. 11.6.3. Okresy T(¢) wahadla matematycznego wedtug Eq. (IL.6.1.).
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Jednak nawet pobiezna analiza powyzszego rownania wprost wskazuje, ze powyzszy wzor
nie dotyczy ruchu oscylacyjnego wahadta, lecz opisuje ruch niejednostajny po okregu, ktory
takze jest ruchem okresowym.

Jak wprost wida¢ z rys. 11.6.3., okresy T(¢) wedlug rownania (I1.6.1.) sa funkcja dowolnie

duzych katéw ¢. A to oznacza, ze wychylenie wahadta z potozenia réwnowagi (¢ =0 deg)

moze by¢ dowolnie duze. Z tych wzgledow, ,,okresowos¢ okresowosci” (Fig. 11.6.3.)
rownania (IL.6.1.).
Z powyzszych wzgledow, rozwiazanie (I1.6.1.) jest biedne.

Roéwnowazno$¢ ruchu jednostajnego po okregu oraz ruchu oscylacyjnego.

Rozwazajmy ruch jednostajny czastki materialnej o masie m po okrggu o promieniu
R. W ruchu takim dziala stala sita D bezwladno$ci, zwana w tym przypadku sila
odsrodkowa.
Zalézmy, ze predkos¢ katowa @ promienia R jest taka, ze wartos$¢ sity bezwladnosci D jest
doktadnie rowna sile grawitacji F.
Ponadto zakladamy, Ze na czastk¢ m nie dzialaja zadne sily zewngtrzne, np. sita cigzkosci.
Jezeli tak, to przy$pieszenie odsrodkowe jest doktadnie roéwne przyspieszeniu ziemskiemu g.
Zalezno$¢ (IL.1.7.) mozemy wigc przepisa¢ w postaci zaleznosci (I1.5.1.) oraz (IL.5.2.):

2
D=m-g=m%=m-a)2-R=constant (IL.6.2.)

gdzie: v — stala predkos¢ liniowa czastki m po obwodzie okrggu o promieniu R;
o — stata predkos¢ katowa promienia R.

H

Fig. 11.6.4. Rozklad wektora g przys$pieszenia odsrodkowego w ruchu jednostajnym

po okregu oraz przys$pieszenia ziemskiego w ruchu oscylacyjnym na sktadowe a , oraz a, .

p

Obecnie rozpatrzmy przypadek, gdy czastka m swobodnie zsuwa si¢ po tuku okregu
w statym polu grawitacyjnym (Fig. 11.6.4.).
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Na czastke m dziala stafa sita ciezkoéci F=m - g o staltym pionowym kierunku w dot.

Z rys. (I1.6.4.) wprost wida¢, ze tak w przypadku ruchu jednostajnego po okregu (Eq.
11.6.2.), jak i w przypadku swobodnego spadku po tuku okrggu, wektor sily odsrodkowej

D = F moze by¢ roztozony na dwie sktadowe:

2 _ a
D,=m-a, —m-a)p-R—m-g-cosE

2 . a
D,=m-a,=m-0w,-R=m-g-sin—
2

gdzie: a, oraz a. skladowe przySpieszenia ziemskiego g wzdluz promienia wodzacego p

oraz promienia R.

Spetniony jest tez warunek: g =a_ +a, = constant .

P
Z powyzszych zalezno$ci, mamy:

2 g o
W, =—=C0S—
PR 2
(IL.6.3.)
a
cor2 = 525in2
R 2

Wielko$¢ @, zwana czgstotliwos$cia katowa lub predkoscia katowa, okresla czgstotliwosé
pelnych obiegéw punktu m po okregu. Czas jednego obiegu zwany jest okresem T.
Podobna okresowo$¢ wystepuje w ruchu oscylacyjnym. Czas powrotu do okreslonego
potozenia tez zwany jest okresem T.

Z rys. 11.6.4. wprost wida¢, ze skladowe a, oraz a, przys$pieszenia g sa dokladnie

P
takie same, tak w ruchu jednostajnym po okrggu jak i w ruchu oscylacyjnym po huku tegoz
okregu.

Z kolei, dla powyzszych dwoch ruchéw: jednostajnego po okregu oraz oscylacyjnego po uku

okregu, wynika rowno$¢ sktadowych czgstotliwosci @, oraz o, .
Stad z kolei wynika rownos¢ okreséw T. Przyjmujac, ze:
o = 2
, =
Tp
to z zalezno$ci (I1.6.3.), znajdujemy:
2
2
il 5 cos ad (I1.6.4.)
T, R 2
oraz
2 2
T = Ein? (1.6.5.)
T, R 2

Powyzsze rozwiazania na okresy T,oraz T, wahadla prostego sa sobie dokladnie

rownowazne, lecz przesunigte w fazie o /2.
Na rys. (IL.6.5.) oraz (I1.6.6.) przedstawiono wykresy dla amplitud wedtug rownania (I1.6.4.)
dla uktadu wspotrzednych biegunowych o poczatku w H .
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Fig. I1.6.5. Okresy T, wedlug Eq. (11.6.4.).
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Fig. 11.6.6. Okresy T, wedlug Eq. (1L6.4.)

Zaleznosci (I1.6.4.) oraz (I1.6.5.) mozna przedstawi¢ w uproszczonej i praktycznej postaci:

3

[ (1L.6.6.)

J

Dla a =0 [deg] czastka znajduje w dolnym potozeniu S (Fig. 11.6.4.),

Dla powyzszego warunku z pierwszego rownania zalezno$ci (I1.6.6.), znajdujemy:

/R
Tp =21 _|— = constant
g
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co wyznacza okres t.zw. drgan wlasnych ukladu.

Wyznacza tez okres T w ruchu jednostajnym po okrggu o promieniu R, gdy przyspieszenie
odsrodkowe a, jest rowne g (poréwnaj z zaleznos$cia I1.1.6.).

Natomiast z drugiego rownania zaleznosci (I1.6.6.) znajdujemy, ze T, =o.

Oznacza to, ze czastka znajduje si¢ w polozeniu rownowagi trwalej. Jest to stan, w ktorym nie
wystepuje okresowos¢ ruchu, czyli jest to brak ruchu.

Dla a =180 [deg] czastka znajduje si¢ w goérnym potozeniu H, 1 jest to stan rbwnowagi
chwiejne;j.

W dwu ostatnich wierszach tabeli na rys. 11.6.6. jest i=+/—1. Pod pierwiastkiem
wystepuja wartosci ujemne.
A to oznacza, ze dla o > 180 [deg] okres ruchu oscylacyjnego wahadta nie istnieje.

Warto zwroci¢ uwage, ze wartosci okresow T wedlug rownan (11.6.1.) oraz (I1.6.6.) sa
wzajemnie zgodne (z podana dokladnoscia) dla wartosci katow mniejszych od 40 deg
(poroéwnaj tabele na rys. 11.6.2. oraz 1L.6.5.).
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