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Dynamika ruchu postepowego, ruchu punktu materialnego po
okregu i ruchu obrotowego bryly sztywnej

Dynamika ruchu postepowego

1 m Balon opada ze statg predkoscig. Jaka mase balastu nalezy wyrzuci¢, aby balon zaczat wznosic sie z tg
samg predkoscig? Masa balonu (z balastem) wynosi 300 kg, a sita wyporu 2900N.

Rozwigzanie:
Na balon dziatajq sity:

ciezkosci Q ,

wyporu Fyy [
oporu powietrza F a,
Poniewaz balon w dot i w gdére porusza sie ze statg predkoscia, to na podstawie I zasady dynamiki Newtona,
suma tych sit, (czyli sita wypadkowa) wynosi zero. Wartos$¢ sity oporu powietrza Fy zalezy od predkosci
poruszajacego sie ciata. W naszym zadaniu wartosci predkosci przy opadaniu i wznoszeniu balonu sg takie
same, a wiec takze wartosci sit oporu sg jednal_<owe.

O+ Fp +F,=0

Jezeli balon opada,
rownanie wigzace wartosci sit ma postac:
O, —Fp —F,=0

Q,=Mg

gdzie
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Gdy balon wznosi sie:

1 T v
0,

I Fﬂ'

h+Fy—Fp =0
0, =(M-m)e

!

gdzie m — masa wyrzuconego balastu.
Rozwigzujac te rownania otrzymamy:
I _F !
| | od
m=2 M Sl |
\ g )

a po wstawieniu wartosci liczbowych:
(

' 2900 N
m=2300kg ——— |=20kg
m
: 10—
% 5 J

2- Matpka wspina sie po pionowej lianie z przyspieszeniem 0,5 m/s? Oblicz site napinajaca liane, jezeli
masa matpki wynosi 5 kg. Mase liany zaniedbac.

Rozwiazanie:

Matpka dziata na liane sitq F skierowang w dét. Jest to sita napinajaca liane. Zgodnie z III zasadqg dynamiki,

liana dziata na matpke sitg reakgcji F E o takiej samej wartosci, skierowang ku gorze. Drugq sitg dziatajacg na

matpke jest sita ciezkosci Q Wypadkowa tych dwodch sit, zgodnie z II zasadq dynamiki nadaje matpce
przyspieszenie (1 :

ma=Fg +0Q
Wartos¢ sity Fr wyznaczymy z réwnania:
ma=F,—-Q
gdzie
O =mg

m — masa matpki.
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Ostatecznie:
F=F,=mla+g)

o _m M
F=5kg|l05=+10=|=525]
L 5° e

3 m Winda moze poruszac sie w gore i w dot z przyspieszeniem o takiej samej wartosci. W windzie tej na

wadze sprezynowej stoi studentka. Rdznica wskazan wagi przy ruchu w gore i w dot wynosi 50 N. Jakie jest
przyspieszenie windy, jezeli ciezar studentki wynosi 500 N?

Rozwiagzanie:
Na studentke dziatajq dwie sity:

ciezkosci Q=mg

oraz reakdji podioza F & (wagi).
Sita wypadkowa wynosi:
ma=Q+Fy

Wartosc sity Fyg rowna jest sile nacisku na wage (III zasada dynamiki), czyli wskazaniu wagi. Ruch w goére:
3 T

FR,
dl
Yo
ma=F, —¢Q
O=mg

1)
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Ruch w dot:

cfl
y©o

ma=0Q—-F,

)
Réznica sit reakcji, (czyli takze wskazan wagi) wyznaczonych z réwnan (1) i (2) wynosi:

AF, =F, —F, =2ma=2—-a
' ) £
czyli:
i
JON 10—
AF, - o 2 m
1 = R e = 3 :ﬁ}hT—‘
20 2-5300N g

4- W wagonie poruszajacym sie poziomo z pewnym przyspieszeniem wisi na nici ciezarek o masie 100 g.
Ni¢ odchylona jest od pionu o kat 15°. Oblicz przyspieszenie wagonu i site napinajacg nic.

Rozwiazanie:

Na ciezarek dziatajq sity:

=mg

F,

oraz reakdji nici * E.

ciezkosci o

Ich wypadkowa F nadaje ciezarkowi poziome przyspieszenie d.
Jest to zarazem przyspieszenie wagonu.
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ol -
£ o me
;f'f FR = — — =
COSC.  Cosd

Sita napinajaca ni¢ ma takg samg wartosc jak sita Fr z jakg ni¢ dziata na ciezarek.
Liczbowe wartosci:
i = _mn
a=10—-tg15° =2,68—
5 5
i
01ke 10—

Fy = == 1035N
cos 15

d

5l Dzwig podnosi ciezar Q zawieszony na linie, ktérej dopuszczalne naprezenie wynosi Fmax. Znajdz
najkrotszy czas, w ktdrym mozna podnie$¢ ten poczatkowo spoczywajacy ciezar na wysoko$¢ h. Opory
o$rodka i ciezar liny pomingg.

Rozwiagzanie:

Na ciato dziatajq dwie sity: ciezkosci QQ i sita £ przytozona przez line.
Ciato porusza sie w gore z przyspieszeniem (I, czyli:

& 5
1 ma=F+Q
F .
ma=F -0
o
m==
p ﬂ g
_ _Q
F=ma+0==—-a+0
g
YO
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Sita napinajaca line jest rowna, co do wartosci, sile F i maksymalna wartoS¢ przyspieszenia amax Spetnia
rownanie:

FHIDI = _ﬂmar ik Q
o

F - ; ( F )
ﬂ.m“ — { mHax Q}g :i max _ g I
=" o e

Przyspieszeniu am.x odpowiada najkrotszy czas tmin podnoszenia ciata na wysokosc h, taki ze:

T

h = :ﬂnlax ' 'rj;lr'u
Ostatecznie:
2h 2h
Ir?‘i‘??f = = f \
ﬂﬂlﬂ.‘i ‘ Hax jT o
O

Uwaga: na wysokosci h predkosc ciata wynosi

. — \ — Ty,
1mﬂ.1' - ﬂmﬂx ‘rmr'u Ty h Iﬂl:-n-:m )

6 m Sanki zsunety sie za zbocza o nachyleniu 30°i dtugosci 20m, po czym do chwili zatrzymania przebyty

odlegto$¢ 200 m po torze poziomym. Wspdtczynnik tarcia na catej trasie jest jednakowy. Wyznacz jego
wartosc¢.

Rozwiazanie:
Droge sanek przedstawia rysunek:

Niech a; i a, 0znaczajq przyspieszenia na odcinkach drogi s:i s,, a t;i t. czasy przebycia tygh odcinkéw. v, jest
predkoscig u dotu zbocza. Zwigzki miedzy tymi wielko$ciami przedstawiajq nastepujace réwnania
kinematyczne:

'E 2
SJ' — —j-ﬂ'_,-i“}

1
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v, = a;;
(2)
1
5, =V, +—d,f;
& y & Z

(3)
0=v,+a,t,
@
Eliminujac czas tiz réwnan (1) i (2) znajdujemy:

V; =425,4,
(5)
Réwnania (3) i (4) pozwalajg otrzymac:

czyli

@)
Dalej nalezy wyznaczy¢ przyspieszenia a: i a;, ktore zalezg od wspodtczynnika tarcia (tarcie kinetyczne). Uktad
sit dziatajacych na sanki na odcinkach s; i s, przedstawia rysunek:

¥

F, 5 y

T}
X

; @) ;
0, 5 47
e \n P

Q T, — >

o)

Na sanki dziatajg trzy sity: ciezkosci Q, tarcia kinetycznego T IT lub T.?T oraz reakcji podtoza FR-‘IubFR:.

Sity Q-fi Q-‘ Q sg rzutami wektora QQ na kierunek réwnolegty i prostopadty do réwni (zbocza), Vv
oznacza predkosc ciata. Poniewaz ciato nie porusza sie w kierunku prostopadtym do podtoza (kierunek y), to
I zasada dynamiki pozwala napisac

FR: + QJ =1

czyli
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FR] - Q.} = E}
®)
oraz . )
F, +0=0
Fp —0=0
©)
gdzie
QO =mg
a

Oy, = 0 cosa = ing cosa

m — masa ciata.
Dla kierunku réwnolegtego do podtoza (kierunek x) stosujemy II zasade dynamiki (ruch jednostajnie
zmienny):

Q. +T,=mda,

CO Oznacza:
Q. —T, =ma,
(10)
gdzie
Oy = 0 sing = mg sind
oraz .
T, =ma,
-1, =ma,
(11)
Wartosci sit tarcia T i T, okreslajq zwigzki:
(12)
T_‘h = f.F‘E:
(13)

Przyspieszenie @1 znajdujemy z réwnan (8), (10) i (12):
a, = glsino — feosa

(14)
Jest to wyrazenie pozwalajace obliczy¢ przyspieszenie ciata zsuwajacego sie z réwni pochytej o kacie
nachylenia a, gdy wspdtczynnik tarcia wynosi f.
Przyspieszenie (2 wyznaczamy z réwnan: (9), (11) i (13):

a,=-fg

(15)
Znak minus oznacza, ze przyspieszenie ma zwrot przeciwny do przyjetego za dodatni (kierunek x) i ruch jest
jednostajnie opdzniony. Wracajac do réwnania (7), po skorzystaniu z (14) i (15) mamy:
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. sina — f cosa
_-_| — "
f
Po przeksztatceniu znajdujemy poszukiwany wspé%czynni_k tarcia:
SN
Jr=
§,
— + COSC
5,
(16)
0 o, =9 . —
f = 0,046.

3

7l Oblicz wysoko$¢, na jakg moze wjecha¢ samochdd, ktdéry majac poczatkowa predkos¢ 72 km/h,

porusza sie w gore z wylgczonym silnikiem. Nachylenie zbocza wynosi 30°, a efektywny wspotczynnik tarcia
0,1.

Rozwiagzanie:

Uktad sit ciezkosci Q, tarcia L Ti reakcji F, R, ktdre dziatajg na samochdd przedstawia rysunek.

Réwnanie wektorowe, wynikajace z II zasady dynamiki, ma postac:
mda=0+F, +T
Rzutujac wektory na kierunki x i y otrzymamy réwnania wigzace wartosci sit:
ma=-0Q —-T
1)
0= —QJ + Fp

o)
gdzie: _ )
= 0 sing. = mg sina

=(Qcosa =mgcosd
3)

o,
Q,
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T=fF,
Wartos$¢ przyspieszenia a w kierunku x wyznaczona z rownan (1) + (3) wynosi:
a=—glsino + fcoso
4)
Znak minus oznacza, ze wektor ma zwrot przeciwny do zwrotu osi x.
Samochdd do chwili zatrzymania sie przebedzie droge s w czasie t, a jego predkos¢ zmaleje od wartosci vo
(na dole zbocza) do zera (na wysokosci h).

; at’
§ =Vl +——
£y
(5)
O=v,+art
(6)
h=s-sina
)
Z réwnan (5) i (6) otrzymamy:
2
5= 20
2a
, ®
Ostatecznie rownania (4), (7) i (8) daja:
I = 1{, - sina ‘
2glsina + feosa )
Dla
__ o m
Vg= 72— =20—
h §
a = 30°

g=10m/s
otrzymamy: h = 17,5 m.

8- Dwa klocki o masach m; i m, zwigzane niewazka, i nierozciggliwg nicig lezg na poziomym stole. Do

pierwszego z nich przytozono site F pod katem a (patrz rys. 5.1.8.). Wspdtczynniki tarcia miedzy klockami, a
stotem wynosza odpowiednio fi i f>. Oblicz przyspieszenie klockdw i site napinajaca nic.
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ms M

MEN

Na klocki dziatajg sity, jak na rysunku.

A i
M _;_r:'R‘ — > m; & 2 P x
7, 5, R, ‘A{'
Z; i < g—| Ty [T
A%
S, e
- - v
Ql : Q - sity ciezkosci,
I_:” IE'_ - sity tarcia,
FLR-' ’ };'1-' - sity reakgji podtoza,
}"Tf N - sity, jakimi ni¢ dziata na klocki,
F - dodatkowa sita zewnetrzna.

Oba klocki (bryly sztywne) i nierozciagliwa ni¢ poruszajg sie z takim samym przyspieszeniem a (kierunek x).
Druga zasada dynamiki w zapisie wektorowym ma postac:

md=F+Q,+F, +N,+T,

dla klocka o masie m;
oraz

m,d=N, —Qz +F, +T,

dla klocka o masie m,.
Rzutujgc te wektory na kierunki x i y otrzymujemy réwnania:

m;a=Fcosa —N, -T,
1)
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0=Fsina —Q, + Fy

m,a=N,-T,
)
0=-0,+F

Réwnania uzupetniajace:
O =mgTl;= J1 Fy,
3)
0,=m,g T2 =J:Fz,
Przyjmujemy na chwile, ze ni¢ posiada mase ms. Klocki na ni¢ dziatajg sitami
NN,

Oznacza to, ze:

Wida¢, ze gdy m, = 0 (ni¢ niewazka) to

N, =N,
Ale zgodnie z III zasadg dynamiki:
oraz
- = J.ﬁ"ir_
A wiec dla niewazkiej nici:
N,=N,=N

(5
Réwnania: (1), (2), (3), (4) i (5) pozwalajg wyznaczy¢ przyspieszenie uktadu:

B F(cosoc + £, Sinoc)—g(j}mj +f2m2)
m, +m,
(6)
F(cosa + f, sina )+ m,g(f, - 1)

@)

oraz site napinajacg nic:

N =m,




Mariusz Rzepecki [dynamika] www.iwiedza.net

Powyzsza analiza jest stuszna, jezeli
0, > F sind
(klocek nie odrywa sie od podtoza) i
Flcosau + I sina ) 2 gl fim, +f2;rn_ﬁ}
(czyli @ = O,

Maksymalna warto$¢ przyspieszenia i napiecia nici wystapi dla kata “ma,, takiego, ze ga,, = ff

(maksimum wyrazenia; €23¢ + I Simay

Wzory (6) i (7) mozna stosowac rowniez w przypadku, gdy sita F skierowana jest w dot wzgledem poziomu.
Wtedy przyjmujemy a < 0CL < O,

9 s Dwa ciezarki o masach m;i m, potgczono niewazka i nierozciggliwg nicig przerzucong przez bloczek
znajdujacy sie na szczycie réwni

iy

Cl

Wspotczynnik tarcia miedzy ciezarkiem m, i rownig wynosi f,, a kat nachylenia réwni a. Mase bloczka mozna
poming¢. Wyznacz site napiecia nici i przyspieszenie ciezarkdw, przyjmujac, ze ciezarek m; porusza sie w dot.
5.1.9.R.

>

N,

xl d;l mj |

Q

: - sity ciezkosci,
- sity z jakimi ni¢ dziata na ciezarki, r

- sifa tarcia,

- reakcja podtoza.
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Réwnania wektorowe sg nastepujace:
m,d, =0, +N,,
My, =N, +0, +T,4Fp

Rzuty tych wektoréw na kierunki x i y tworza réwnania:

mpa; =Q; - N,

oraz
m,a,=N,-0,,-T,
(1)
0=Fg, — Qz,.
Gdzie
Q,=m,g0,=m, g
0,, =0, sina. =m, gsma
Q,, =0, cos0. =m, gcosu
T, =1, Fg,
Nierozciagliwoé¢ nici oznacza, ze @1 = @3 = @ 7 kolei niewazkoé¢ nici i bloczka sprawia, ze:
N. =N.=N
N,=N, =1

Wykorzystujac powyzsze zwigzki otrzymujemy nastepujacy uktad rownan:
ma=m,g—-N
m,a=N-—m,gsino — f,m, gcosa
Jego rozwigzaniem jest:

m, —m, (sina + f, cosa )
a= ' ' :
m, +m,

m, m, g(1+sine + f, cosa )

oo

m; +m,

Uwaga: jezeli ciezarki poruszatyby sie w przeciwng strone, wartosci przyspieszenia i sity naciggu nici
wynosityby:

m,\sina — f, cosa ) —m,

- - =

_ mym, gll+sina — f, cosa )

1

m; +m,
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1 O » Klocek o masie m = 3 kg potozono na wdzek o masie M = 15 kg. Wspdtczynnik tarcia miedzy tymi

ciatami wynosi f = 0,2. Na klocek dziata pozioma sita F = 20 N, a wdzek moze poruszac sie swobodnie (bez
tarcia) po szynach. Znajdz przyspieszenie klocka wzgledem wadzka.

Rozwiazanie:

y s
A Fy 7
X : jp I
-
Yo
i TN
& &

II zasada dynamiki dla klocka, kierunek poziomy, réwnanie skalarne:
ma;, = F -1,
1)
gdzie a; — przyspieszenie klocka w uktadzie odniesienia zwigzanym z Ziemig,
T, — sifa tarcia dziatajaca na klocek.

Fﬂzl T.
_-. "
P | L,
OT.0

II zasada dynamiki dla wdzka, kierunek poziomy:
_'I‘.Yf f’lr_'\ = T_j
(2)
gdzie a,— przyspieszenie wdzka w uktadzie odniesienia zwigzanym z Ziemig, T.— sita tarcia dziatajgca na
wozek.
Oczywiscie z III zasady dynamiki mamy:
T,=T,=T
Przyspieszenie klocka wzgledem wdzka wynosi:
(g =d, —d,
(3)
Korzystajac z réwnan (1) i (2) otrzymamy:
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e
b 41{ __:"

m
4)
. . ., . Ay =0 . . ., .
Przyspieszenie aw spetnia¢ musi warunek: “'7 a, Co 0znacza, ze powinna wystapic relacja:

Farl1+™)
\" T M)

©)

=

Qyy

Sita tarcia przyjmowac¢ moze wartosci od 0 do
'Tmnx = fFRl = fgj = .f }”g
W tym zadaniu

m
T =0.2-3kg-10—=6N
.
czyli

T

Lok

ComYy - £ T
1+—|=6N|1+—|=72N
\ M | i 15 )
Poniewaz F = 20 N, wida¢, ze nieréwno$¢ (5) jest spetniona, czyli (w = 0 a. > 0 i klocek przesuwa sie
wzgledem wozka. Wystepujace tarcie jest tarciem kinetycznym, a sita tarcia przyjmuje warto$¢ Tmax.
Zatem przyspieszenie klocka wzgledem wdzka wynosi:
'l '\I
m
F T _E JON—-7,2N m
\ b A Vo R A |
ﬂ'n_ = = J == e 4|3 ?—_\
m Jkg 5

Dla
F=<72N
klocek wzgledem wédzka nie porusza sie i aw = 0.



