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Rysunek 2.1:

2.5.3 Drgania wymuszone. Rezonans

Jak stwierdziliSmy poprzednio, cialo poddane dzialaniu sity wprost propor-
cjonalnej do jego wychylenia z potozenia réwnowagi i przeciwnie skierowanej,
np. wahadlo matematyczne — wykonuje drgania harmoniczne z okreslong
czestotliwodcia wlasng wg. W przypadku wystepowania sit oporu os$rodka
drgania zanikaja wykladniczo w czasie, zgodnie z funkcja e =%, przy czym ich
czestotliwosé jest nieco mniejsza od czestotliwodci wlasnej, w = (/wd — B2
Mozna jednak zmusi¢ ten punkt do drgan z dowolng czestotliwoscia €2, je-
$li poddamy go dziataniu sily zmieniajacej sie harmonicznie w czasie z ta
wlasnie czestotliwoscia (rys.2.1). Takie drgania nazywamy drganiami wymu-
szonymi.
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Niech sila wymuszajaca F(t) = Fy cos (Q2t). Wéwczas réwnanie réznicz-
kowe drgan bedzie mialo postaé (por. wzér (2.174))

d? d
md—tf = —kx — bd—f + Fp cos (§2t) . (2.1)
Stosujac znane juz oznaczenia: \/k/m = wg, f = b/2m oraz wprowadzajac
dodatkowo
EEZIm)| o2
otrzymujemy
d?z dz
T 255 + wix = Bos (). (2.3)

Rozwiazaniem powyzszego réwnania jest funkcja

‘x = Acos (Q — py) |, (2.4)

w ktérej amplituda drgan A dana jest wzorem

B
A= = (2.5)
V(w2 —02)% + 48202
za$ faza ¢, wyrazeniem
2068

= arctg ———=. 2.6
O tym, ze zwiazek (2.4) jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego opisuja-
cego drgania, mozna sie przekonaé obliczajac pochodne ‘é—f i % podstawia-
jac otrzymane wyrazenia do wzoru (2.3) — podobne rachunki przeprowa-

dziliSmy juz poprzednio i dlatego nie bedziemy ich szczegdtowo przytaczac.
Ze wzoru (2.5) wynika bardzo istotny wniosek: amplituda drgan wymu-
szonych zalezy od ich czestotliwosci, tj. od czestotliwo$ci sily wymuszajgcej
Q. W szczegodlnosei, gdy 2 = 0, czyli w przypadku stalej sity wymuszajacej
Fp amplituda drgan przechodzi w wychylenie statyczne
MR o)
Z kolei przy wzroscie () i niewielkich oporach ruchu, tzn. matym [ nastepuje
wyrazny wzrost amplitudy, ktéra przy pewnej czestotliwosci €2, osiaga mak-
simum. Zjawisko to nazywamy rezonansem, a €. — czestotliwo$cig rezonan-
sowq. Z zaleznosci (2.5) widaé réwniez, ze maksimum amplitudy odpowiada
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minimum mianownika. Rézniczkujac wzgledem €2 funkcje pod pierwiastkiem
wzoru (2.5) i przyréwnujac otrzymana pochodna do zera mamy

d% [(wg - 92)2 + 45292} = 2(wf - 0?) (-20) + 860
= 403 — 430 +86°Q =0, (2.8)
czyli
40 [QQ - (wg - 2ﬂ2)] = 0. (2.9)

Powyzsza réwnosé bedzie spelniona o ile wyrazenie w nawiasach kwadra-
towych bedzie réwne zeru. Oznacza to, ze amplituda drgan (2.5) osiaga
maksimum dla czestotliwoéci 2 = €Q,., danej wzorem

Q, = \Jwi —252|, (2.10)

zwanej czestotliwo$ciqg rezonansowq. Jak wynika z powyzszego wzoru, rezo-
nans zachodzi przy czestotliwo$ci nieco mniejszej niz czestos¢ drgan wia-
snych wy. Podstawiajac czesto$é rezonansowa do wzoru na amplitude (2.5),
znajdujemy jej wartoS¢ w rezonansie

Fo
A, =
my/ (8 — @ +262)7 + 45° (wF — 267)
= Fo (2.11)
m[A5% (57 + W] — 267) '
to jest
Ay = S (2.12)
2mBy/wi — 32

Przy dalszym wzroscie czestotliwosci amplituda drgan maleje, dazac do
zera przy ) — oo. Krzywa rezonansowa ma zatem posta¢ jak na rysunku
2.2.

Jak wynika ze wzoru (2.4), drgania wymuszone sa opéznione w fazie o
kat . Roznice faz okresla wyrazenie (2.6); rosnie ona z czestotliwoscia od
ow = 0 dla Q = 0 (przypadek statyczny) do ¢, = 7 dla Q — oco. Zauwazmy
jeszcze, ze dla Q = wy réznica faz réwna jest 37 (rys.2.3).

Przyktadowe uniwersalne krzywe rezonansowe (tzn. krzywe, ktérych am-
plitudy normalizowane sa do wielkosci wychylenia statycznego, xy ), dla kil-
ku wartosci wspotczynnika 8 = 0, 51 > B2 > (3 oraz 8 > (i, przedstawia
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Rysunek 2.2:
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Rysunek 2.3:
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Rysunek 2.4:
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Rysunek 2.5:

rys. 2.4. Jak widaé, im wigksze (3, tym stabszy rezonans. Dla 8 > B, rezo-
nansu nie ma. Wykres ma znaczenie bardzo ogdélne, gdyz zjawiska rezonansu
o podobnym charakterze zachodza réwniez w akustyce, optyce i w dziedzinie
fal radiowych.

Opory ruchu wplywaja takze na przebieg funkcji réznicy faz ¢, (),
ktéry w miare ich malenia zbliza sie do linii tamanej (rys. 2.5).

Zjawisko rezonansu moze mieé¢ czesto niebezpieczne konsekwencje. Przy-
ktadowo, przy niedostatecznym wywazeniu cze$ci wirujacych maszyny po-
wstajace drgania mogag pokry¢ sie z np. czestotliwoscia witasna jej funda-
mentéw. Wzbudzone drgania moga powodowaé duze przeciazenie lub nawet
zniszczenie elementéw konstrukeyjnych.



