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1. Rozktad dwumienny; przyktady. Liczba stanéw dozwolonych dla ukiadu
makroskopowego.

Kiedy mamy do czynienia z duzg iloscig obiektow, traktujemy je jako zespét statystyczny, do
ktérego stosujemy pojecia prawdopodobienstwa. Zespot statystyczny sktada sie z bardzo duzej liczby
N uktadow "podobnych" do siebie. Jezeli pewien okreslony wynik doswiadczenia oznaczony zostat
wskaznikiem ri sposrod N uktadow zespotu wynik ten uzyskany zostat na Nr uktadach, woéwczas
iloraz

N,
F =
N

nazywamy prawdopodobienstwem wystapienia wyniku r. Stosunek ten jest stuszny dla & — .
Chociaz nie mozna przewidzie¢ wyniku doswiadczenia na pojedynczym uktadzie zadaniem teorii
statystycznej jest przewidzenie prawdopodobienstwa kazdego z mozliwych wynikow doswiadczenia.

Nalezy wprowadzi¢ warunek normalizujacy:
o

>a=1

¥l

oraz podstawowe prawa rachunku prawdopodobiefstwa: £\ sl =F +Foraz Flrms)=F - F-dla
zdarzen niezaleznych.

Zespot statystyczny, ktérego obiekty mogg znajdowac sie w jednym z dwoch standw z
prawdopodobienstwami p i q (p+q=1) opisuje ROZKLAD DWUMIENNY o rozktadzie
prawdopodobienstwa:

N
]pn . qN-n

P

Pty = {

Wartos¢ srednia wynikéw obserwacji u:

=

g=> Fu

I

—

Vo

Ma ona bardzo proste wiasnosci. Jezeli f(u) i g(u) sgq dowolnymi dwiema funkcjami zmiennej u to:

Fteg=f+g.c-f=cf. Feg=Fz¢

(ten ostatni zwigzek obowigzuje dla zmiennych nie skorelowanych).

Wartos¢ érednia « jest parametrem, ktdry wskazuje gtowna warto$é, wokét ktérej rozrzucone beda
poszczegodlne wartosci u. Bytoby zatem pozyteczne wprowadzi¢ jakis parametr, ktory bytby miarg

rozrzutu mozliwych wartosci u dokota wartosci Sredniej ». Warto$¢ $rednia wielkosci Au, (Au =u -
) nie moze by¢ takg miara, poniewaz Az jest srednio biorgc jednakowo czesto dodatnie jak i ujemne.
Natomiast wielko$¢ ( Az )2 nie moze by¢ nigdy ujemna. Warto$¢ Srednig tej wielkosci zdefiniowang
jako:

n w _
(b =3 B(du) = Y B, —u)?

¥=1 ¥al

nazywamy wariancjg zmiennej u.

Wariancja moze stac sie réwna zeru tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci u, réwne beda wartosci
$redniej =. Staje sie ona coraz wieksza w miare wzrostu prawdopodobienstwa wystepowania
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wartosci u réznigcych sie znacznie od . Wariancja stanowi zatem dogodng miare rozrzutu warto$ci
zmiennej u.

Miarg liniowq rozrzutu wielkosci u jest pierwiastek kwadratowy z wariancji,, czyli tzw. odchylenie
standardowe:

B = f(tee)?

Przyktady zastosowania rozktadu dwumiennego
Przyktad 1

Rozwazmy idealny uktad N czastek o spinie potdwkowym, ktére sg statystycznie niezalezne.

Przyjmujemy ;- sktadowg momentu magnetycznego (wzdtuz kierunku "do gory") dla i-tego spinu.
Interesuje nas catkowity moment magnetyczny M wzdtuz osi skierowanej "do gory":

I
M:Z#i
inl

Obliczamy wartos¢ $rednia;

Prawdopodobienstwo, ze jakis dowolny moment magnetyczny ma okreslong orientacje, jest dla
wszystkich momentéw takie samo, a zatem dla kazdej czastki sredni moment magnetyczny jest taki

sam (tzn: & = #, = K = gy )imozna go oznaczyé po prostu przez . A zatem: M=N . Obliczamy
teraz wariancje M, tzn. wielkosé (AM)°) gdzie adr= M -3, a bis =5 — &
o7
AM =3 Ay,

iml

Aby znalez¢ (J_\.M)Z, musimy pomnozy¢ przez siebie sume

N N
by 2
i=1 =1
a wiec:
(Ad)* = G +hap +E +apg)- (Ao A +K +hpy)=
[(hp)? +(Apy)" +E + (g ) 1+ (A - Apgy +K + Appyg - Ay ]
czyli:

n w _
(b =3 B(du) = Y B, —u)?

¥=1 ¥al

Pierwsza suma daje wszystkie cztony kwadratowe otrzymane z pomnozenia przez siebie tych
samych wyrazow sumy. Suma podwadjna zas daje wszystkie iloczyny réznigcych sie od siebie
sktadnikow sumy. Kazdy z tych iloczynéw jest srednio rowny zeru, jako ze jest on réwnie czesto
dodatni jak i uiemny. A zatem wzor zredukuje sie do zwyktej sumy wyrazow kwadratowych :
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2 NN
(M) =3 (A + 33 () (Apy)
il iml f.::}

Prawdopodobienstwo, ze dowolny moment ma jakgs okreslong orientacje jest dla kazdego z

momentéw takie samo. Stad wariancja (44)° bedzie taka sama dla kazdej czastki i mozna jg

oznaczyé przez (A

(ha)? = M(ap?

Odchylenie standardowe:

AM = /N b

Z powyzszych wzoréw wynika, w jaki sposéb i L4 zalezg od catkowitej liczby N czastek spinowych
1

w naszym uktadzie. Wzgledna wartoéé 48 w stosunku do jest proporcjonalna do -~/ , czyli
maleje z rosngcym N.

Przyktad 2

Rozwazmy uktad spinébw w polu magnetycznym, ktére wyrdznia kierunek "do gory" z
prawdopodobienstwem p=0.51, wiec g=0.49. Oznaczamy momenty ustawione "w gore" ;= Ln, aw
dét Hi=- Hn. Zatem sredni moment magnetyczny wzgledem kierunku do gory wynosi¢ bedzie

k= pay+q(-1,)=(p - q) 1 = (27 - 1) z\Wariancja momentu magnetycznego czastki wynosi
u=ppy+a(-u)=(p-q)t = (2p - D,

Jednak &y — E =y —(2p— Dy =24 (1~ p) = Zuyga takze Ho +H=mp +2p— D = 2mpp,

A zatem otrzymamy () = p(2ma)® +a(2mp)? =4 pala + 7). Ze wzgledu na to, ze p+q=1,
otrzymujemy ()* =4pgu,” Ostatecznie ¥ = Ng=N(p - ¢)tp, oraz (8307 =4dpg,’ Odchylenie
standardowe wielkosci M wynosi: &4 = 2:[Npq i,

Pole magnetyczne, w ktérym znajduje sie uktad, jest stabe (np. pole ziemskie), odpowiadajace
wartosciom prawdopodobienstw p=0.51 i q=0.49. Podstawiajgc wartosci i otrzymamy Sredni catkowity
moment magnetyczny uktadu N czgsteczek

M=0.02Ny,
a odchylenie standardowe

AM =2.[Npg y w{Nu,

A zatem
M Wy 50
M 002Nk, AN
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Rozwazmy najpierw przypadek, w ktorym catkowita liczba czasteczek jest stosunkowo niewielka, np.
A
M

N=100, co daje , czyli

AM >3
Rozrzut mozliwych wartosci M jest w takim przypadku bardzo duzy.

Jezeli natomiast rozwazymy uktad o rozmiarach makroskopowych, w ktérym liczba czastek jest rzedu
liczby Avogadro N=10%to 3¢ ~  , czyli

AM << M

Rozrzut mozliwych wartosci M jest wowczas bardzo maty w stosunku do wielkosci sredniego
catkowitego momentu magnetycznego uktadu 3. Gdybysmy rozpoczeli robié pomiary wielkosci M, to

otrzymalibyémy niemal zawsze wartosci bardzo bliskie 34. Dopdki stosowana przez nas metoda
pomiaru nie bylaby wystarczajgco doktadna, aby wykry¢ réznice momentu magnetycznego mniejsze

niz 10 %, otrzymywaliby$my wiasciwie zawsze warto$é réwng M, nie zdajac sobie sprawy z
istnienia fluktuacji wokot tej wartosci.

Przyktad 3

Interesuje nas rozmieszczenie czasteczek w gazie. W naczyniu o objetosci V znajduje sie gaz
doskonaty ztozony z N czgsteczek. Jezeli gaz znajduje sie w stanie rownowagi, to
prawdopodobienstwo p znalezienia si¢ jakiejs czasteczki w objetosci V wynosi

gdzie (V+V'=Vy).
Obliczamy wartos¢ Srednig

I
E:Z(l'pi-‘—o'gi):h‘b

iml

dla jednej czastki

(¥ =pln-7)  +qn-7  =p(l-p)* +q(0-p) =ps® +ep” =pg

(hm)? = pg

(A3)" = Npg

dla N czastek.
Odchylenie standardowe:

Ln = o MNpg

Btad wzgledny

W fa
Np p\fﬁ

= ||&
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Dla ustalonych prawdopodobienstw p i q btad wzgledny maleje ze wzrostem liczby czastek N, jak
1

ST

Liczba stanéw dozwolonych dla uktadu makroskopowego

Zatézmy, ze mamy do czynienia z uktadem makroskopowym, dla ktérego dane sg parametry
zewnetrzne wyznaczajgce poziomy energetyczne uktadu. Catkowitg energie ukladu oznaczymy przez
E. Aby utatwi¢ policzenie standw, zgrupujemy je wedtug energii, dzielac obszar energii na réwne mate

przedziaty o statej odlegtosci &%. Przyjmujemy, ze aFjest bardzo mate w skali makroskopowej, tzn.
bardzo mate w poréwnaniu z catkowitg energig uktadu, ale duze w skali mikroskopowej, tzn. znacznie
wieksze niz energia pojedynczej czastki uktadu, a wiec takze duzo wieksze niz odstepy pomiedzy

sgsiednimi poziomami energetycznymi uktadu. Kazdy przedziat A& obejmuje bardzo wiele mozliwych
stanéw kwantowych uktadu.

Oznaczmy: £2{E)=liczba stanow, ktorych energie znajduja sie w przedziale pomiedzy E i E+ &

QB = p(E) 88 gdzie £(&)jest niezalezne od wielosci przedziatu &&. Wielko$¢ #() nazywamy
gestoscia stanéw. Jest ona rowna liczbie standw przypadajgcych na jednostkowy przedziat energii
przy danej energii E.

Wzgledna zmiana wielkosci Q2(E) przy przejsciu z jednego przedziatu energii do sasiedniego jest
bardzo mata. Zatem C(E)mozna traktowac jako gtadkg funkcje energii E.

Cx(EYmozna otrzymac takze, gdy znamy wielkos¢ ¢
2} = catkowita liczba standw, ktérych energie sg mniejsze niz E.

W takim przypadku, liczby standéw o energiach znajdujacych sie pomiedzy E i E+ &Fotrzymamy
rozniczkujac #E:

_ _ g =9
LUE)=g(E +af) — ¢(F) ' &
Przyktad 1

W jaki sposob obliczy¢é mozna liczbe standéw C:(Z)dla pewnego prostego uktadu? Przypusémy, ze
wewnatrz jednowymiarowego pudta o dlugosci L porusza sie swobodnie czastka o masie m. Mozliwe
wartosci poziomow energetycznych takiego uktadu dane sg wzorem:

2 2 2
P nT N 7" 4 L
E=2 =k, k=" = E= I p o= mE
o TT 1 L P R
Poniewaz kolejne stany kwantowe odpowiadajg wartosciom n réznigcym sie o jeden, wiec #E)- czyli
catkowita liczba standéw kwantowych o energiach mniejszych od E, a wiec o liczbach kwantowych
mniejszych od n, jest po prostu rowna

b
Zon
1

Stad

G(D) = n=2 [omE :Q(E):ﬁLaE
el m Af2F
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Przyktad 2

Zatézmy, ze wewnatrz trojwymiarowego pudta (szescianu o krawedzi L) porusza sie swobodnie
czastka o masie m. Przyjmujemy, ze L,=L,=L,=L. Zatem

L
2m L

2
L
(.Jexg +.>e_1,2 +.>sx2) :>?3x2 +;'sy2 +;»3x2 = (E] 2mE

Dla zadanej wartosci E, wartosci n,, ny, n, spetniajgce to réwnanie, znajdujg sie na powierzchni kuli o
promieniu R:

2_..2 2 2
R*=n,"+n,"+n,

2
R E[ij 2mE:‘>R:£ 2mE

] 7

Liczba stanow #E) o energiach mniejszych od E jest rowna objetosci tej czesci kuli o promieniu R,
dla ktérej n,, ny, n, sg dodatnie.
Zatem

14 . =LY -
$(E) = 1 Con) = E[ﬁj N

Liczba stanéw o energiach znajdujacych sie pomiedzy E a E i E+ #Fbedzie wynosic:

NE) = v f2m? JESE

A 2'r]3

Oszacujmy zaleznos$¢ liczby stanow C(Z} (lub #2!) od energii makroskopowego uktadu czastek E.
Kazdy taki ukfad jest opisany przy pomocy zbioru f liczb kwantowych (f - liczba stopni swobody uktadu

jest rzedu liczby Avogadro). Z kazdg liczbg kwantowg zwigzany jest pewien przyczynek =do
catkowitej energii E uktadu. Przez fP(E)oznaczymy catkowitg liczbe mozliwych wartosci tej liczby
kwantowej, dla ktérych zwigzane z nimi przyczynki energii sg mniejsze od =. Oczekujemy, ze #rosnie
w przyblizeniu proporcjonalnie do wielkosci przedziatu energii ( £= 5 ). Mozemy napisac:
ple)e (- 5)" gdzie =jestrzedu jednosci.
Rozwazmy teraz caty uktad o f stopniach swobody. Réznica miedzy energig E a najmniejszg jej
mozliwg wartoscig Eo winna by¢ w przyblizeniu f razy wieksza od $redniej energii przypadajacej na
jeden stopien swobody (Scislej méwigc od nadwyzki £nad jej najmniejsza mozliwg wartoscig =
E-EBye(s-5)f.
Catkowita liczbe stanéw &E) o energii catkowitej mniejszej niz E otrzymamy: #(£)e[p(£)]’ | gdzie £
zwigzane jest z E poprzednig zaleznoscia.
Liczbe i(#)stanow o energii zawartej pomiedzy E a E+ A& otrzymamy:

dg - dp o dp dp - dp
s " R By o ER_ (2R
LY E) 5 S ' ? ' 5 (dE}

W miare wzrostu energii E uktadu rosnie energia przypadajgca na jeden stopieh swobody.

Odpowiednio tez wzrasta stosunkowo powoli liczba stanéw #( =£) przypadajaca na jeden stopien
swobody. Ale poniewaz wyktadniki f-1 w dwoch ostatnich wzorach sg olbrzymie, to liczba stanéw

(&) ( #¥E)) dla uktadu o f stopniach swobody rosnie bardzo szybko.

Liczba stan6w dozwolonych (:(Z)dla kazdego zwyczajnego ukiadu makroskopowego jest
niezwykle szybko rosnaca funkcja jego energii E.
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Otrzymaé mozna nastepujace przyblizone wzory na zaleznos¢ «2od E:

E-E J‘”"

Bele-—s ) «
LXE)e(s-5,) [ 7

Dla kazdego zwyczajnego uktadu zachodzi w przyblizeniu:

\Q(E)m(E—Eu)"\

Mozemy réwniez znalez¢ rzad wielkosci : In ofE)

d
mm)=<f—1)mrp+m(d—i6£3

dp
. o Inf — & . - . . . i
Wielkosci Ingoraz ds )sq duzo mniejsze od f, wiec mozna je zaniedbac.

Dla uktadu makroskopowego liczba stanéw (:(Z}o energiach zawartych pomiedzy E a E+ 3%
jest w bardzo dobrym przyblizeniu taka, ze dla E +E, In 2(Z)nie zalezy od 3%:

@ (E ) f
2. Definicja i wlasnosci temperatury bezwzglednej; temperatura uktadéw w réownowadze
cieplnej; pomiar temperatury.

Jakie warunki muszg byc¢ spetnione, by dwa uktady oddziatujgce ze sobg termicznie bylty w
réownowadze? Rozwazmy dwa uktady A i A', tak, ze uktad A*=A+A' jest uktadem izolowanym.

A |A

Szukamy maksimum prawdopodobienstwa, ze uktad A ma energie E: F(E)= (- () E) - (X E*-E),
Logarytmujac ten zwigzek i przyrownujgc pochodng do zera otrzymujemy:

3 QE) | o (2"

-h=0
oF B! D
definiujgc:
Al Ve Bl QY
A== oraz # =g

otrzymujemy dla stanu najbardziej prawdopodobnego (stan rownowagi):

BE)=§'(&)

Definiujemy temperature bezwzgledng T jako:

=kT

| —

Gdzie k #1.38x10 J/deg jest stata Boltzmanna. Czesto zamiast k bedziemy uzywali zamiennie
symbolu kg.
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Ponadto definiujemy entropie (S) jako:

S=kln 0
Dazenie uktadéw do réwnowagi cieplnej

Rozwazmy przypadek, w ktérym uktady A i A' sq poczatkowo izolowane od siebie i kazdy z osobna
znajduje sie w réwnowadze, majac odpowiednio $rednig energie Z;i . Przypusémy, ze uktady te
skontaktujemy termicznie tak, by mogty wymienia¢ energie. Uktady te zatem bedg wykazywac
sktonnos$¢ do wymiany energii dopdki nie osiggng ostatecznie rownowagi. Tak wiec w stanie

koncowym srednie energie Ei E' stang sie rowne energiom: E= Foraz E'= F'=E*- ¥, dla ktdérych
wystepuje maksimum prawdopodobienstwa. Parametry Stych uktadow beda wowczas rowne, czyli £
(E)=B4(E).

Zatozenie, ze uktady bedg wymienia¢ energie do chwili osiggniecia sytuacji maksymalnego
prawdopodobienstwa P(E), jest rotwnowazne wypowiedzi, ze bedg one wymieniac¢ energie, dopoki ich
catkowita entropia nie osiggnie maksimum. Kohcowe prawdopodobienstwo, a zatem i entropia, nigdy

nie moze byé mniejsze od swoich wartosci poczatkowych S(E ) + 5 (E'y )2 S(E,)+5'(E'5), czyli
AS + A5z 0s. W procesie wymiany energia catkowita uktadu zostaje zachowana. Wynika stad, ze
Q+Q'=0, gdzie Q i Q' oznaczajg odpowiednio ilo$¢ ciepta pobranego przez ukfady A i A'.
W oddziatywaniu termicznym muszg by¢ spetnione ponizsze dwa warunki:

1. Jezeli dla dwdch uktadow, z ktérych kazdy z osobna znajduje sie w rwnowadze, wartosci

parametru fisg takie same, to po skontaktowaniu termicznym uktadéw réwnowaga zostanie
utrzymana i nie nastgpi wymiana ciepta.

2. Jezeli dla dwéch uktadow wartosci fsg rézne, to po skontaktowaniu termicznym tych uktaddw
rébwnowaga nie zostanie utrzymana i nastgpi wymiana ciepta.

Wypowiedzi te pozwalajg sformutowa¢ bardzo wazny wniosek, tzw. zerowg zasade termodynamiki:

Jezeli dwa uktady znajdujg sie w rownowadze termicznej z uktadem trzecim, to muszg one
znajdowac sie w rownowadze termicznej ze soba.

Definicja i wlasnosci temperatury bezwzglednej.

Parametr fjest szczegdlnie przydatnym i podstawowym parametrem temperaturowym. To wiasnie
byto powodem nazwania temperaturg bezwzgledng odpowiadajgcego mu parametru

7=_1_
ksl

zdefiniowanego przy pomocy &.
Witasnosci:
1. Temperatura bezwzgledna uktadu zdefiniowana jest wzorem

1 3l
_=ﬁ=—
kgT 2E
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Dla kazdego zwyczajnego uktadu jego liczba stanéw f£(E) jest niezmiernie szybko rosnaca

funkcja energii E. Z powyzszego wzoru wynika zatem, ze dla kazdego zwyczajnego uktadu £
>0, czyli T>0, wiec: temperatura bezwzgledna kazdego zwyczajnego uktadu jest
dodatnia.

2. Mozemy tatwo oszacowac w przyblizeniu rzad wielkosci temperatury bezwzglednej uktadu.
Przyblizona zaleznos¢ funkcyjna podawana jest zazwyczaj w postaci wzoru :

QE)ec (£~ £,)
gdzie f oznacza liczbe stopni swobody, a E jest energig ukfadu, dla ktérego energia stanu

podstawowego wynosi Eo. A zatem In Qe Fin[E = By ]+ const | czyli

)Y S
E  E-E,

Warto$¢ T mozna zatem oszacowac przyjmujac energie E= &, czyli przyjmujac je jako réwne
Sredniej energii uktadu. Mozemy stad wyciagna¢ wniosek, ze dla kazdego zwyczajnego

uktadu

1 Aln 02
— ==
kT B

czyli dla kazdego zwyczajnego uktadu o temperaturze bezwzglednej T, wielkos¢ kgT
jest w przyblizeniu rowna sredniej energii przypadajacej na jeden stopien swobody
uktadu.

3. Wielkos¢ fjest miarg nachylenia krzywej In<2w funkcji E. Nachylenie tej krzywej musi male¢
oF
ze wzrostem E, czyli dla kazdego uktadu 27<0.

o, 1,1 96
B BE kpgf kg f° BOE

a7

stad wynika E) czyli temperatura bezwzgledna kazdego uktadu jest rosnaca funkcja
jego energii.

4. Ustalmy jeszcze ogdlny zwigzek pomiedzy temperaturami bezwzglednymi dwoch uktadow a
kierunkiem przeptywu ciepta miedzy nimi: Jezeli skontaktujemy ze sobg termicznie dwa
zwyczajne uklady, to uktad o wyzszej temperaturze bezwzglednej bedzie ciepto
oddawat, a uktad o nizszej temperaturze bezwzglednej bedzie ciepto pobierat.

Pomiar temperatury

Zerowa zasada termodynamiki umozliwia stosowanie uktadow probnych, zwanych termometrami, do
mierzenia temperatury. Takim termometrem moze by¢ dowolny uktad makroskopowy M dobrany
wedtug dwoch nastepujacych kryteriow:

1. Sposréd wielu parametrow makroskopowych charakteryzujacych uktad M nalezy wybraé
jeden (%) zmieniajacy sie dostatecznie szybko, gdy uktad M zyskuje lub traci energie przez
oddziatywanie termiczne. Nazywamy go parametrem termometrycznym Suktadu M.
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2. Uktad M winien by¢ znacznie mniejszy (tzn. winien mie¢ o wiele mniej stopni swobody) niz
uktady, ktére chcemy za jego pomoca zbadac.

PRZYKLADY TERMOMETROW:

1) rurka wypetniona cieczg (rtec lub alkohol) - %0 wysokos¢ stupa cieczy; 2) termometr gazowy o
statej objetosci - wcisnienie; 3) termometr gazowy o statym cidnieniu - sobjetos¢; 4) termometr
oporowy - #opor; 5) probka z materiatu paramagnetycznego utrzymywana pod statym cisnieniem - &
podatnos¢ magnetyczna.

Wezmy teraz dowolny termometr M z dowolnym parametrem 4, wybranym jako parametr

termometryczny. Wartos¢ % otrzymang po dojsciu do rownowagi termicznej termometru M z jakims$
uktadem A, nazywa¢ bedziemy temperaturg uktadu A wzgledem danego parametru

termometrycznego #danego termometru M.

Dwa uktady pozostang w réwnowadze po ich skontaktowaniu termicznym wtedy i tylko wtedy,
gdy ich temperatury wzgledem tego samego termometru sg rowne.

Przypusémy, ze mamy jaki$ termometr M, dla ktérego znamy zalezno$¢ funkcyjng parametru fod
parametru termometrycznego . Jezeli termometr ten skontaktujemy termicznie z jakims uktadem A,

to wiemy, ze w stanie rownowagi 5= Ga.
Zatem termometr ten bedzie mierzyt fundamentalng wtasnos¢ uktadu A, a mianowicie wzgledny
przyrost liczby stanoéw dozwolonych uktadu, przypadajacy na jednostkowy przyrost energii.

Jezeli jako parametr termometryczny termometru stosowa¢ bedziemy jego parametr b, to dla
danego okreslonego uktadu kazdy taki termometr pokaze te sama temperature. Ponadto,
zdefiniowana w ten sposo6b temperatura bedzie miarg fundamentalnej wtasnosci,
charakteryzujacej liczbe stanéw badanego uktadu.

Dlatego parametr Sfwyznacza temperature bezwzgledna uktadu.
3. Entropia (definicja mikroskopowa, mate przekazy ciepta); stan rownowagi.

Entropia ukladu jest logarytmiczng miarg liczby stanéw dozwolonych danego uktadu:

1 a5

T_om

Entropia stanowi miare logarytmiczng stopnia przypadkowosci (nieuporzgdkowania) ukfadu.

Mate przekazy ciepta.

Uktad A' zostaje termicznie skontaktowany z innym uktadem i pobiera pewng ilos¢ ciepta Q tak mata,
ze |Q|<< E-Ey, tzn. jest to ciepto duzo mniejsze od réznicy sredniej energii wewnetrznej uktadu i
energii jego stanu podstawowego, zachodzaca zmiana $redniej energii 4 E=Q uktadu A jest bardzo

mata w poréwnaniu z nadwyzka $redniej energii Eponad jego energie stanu podstawowego.
Temperatura bezwzgledna uktadu A zmienia sie wowczas o wielkos¢ zaniedbywalnie matg

R S
4= © (E—E,,)‘Q E-E

o

2
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Poniewaz |Q|<< E-E,, czyli

— <<l Lﬁﬁ|=|%-@ < 3

E-E,

wiec

% el £= —ﬁ = AT <«
£ T #

llo$¢ ciepta Q pobrana przez uktad jest dostatecznie mata wtedy, gdy zachodzi warunek | A £|<< £, to
znaczy, gdy Q jest dostatecznie mate, by temperatura uktadu praktycznie nie ulegta zmianie. Jezeli
uktad pobiera tak mate ilosci ciepta, to wéwczas energia poczatkowa i energia koncowa bedg z

ogromnym prawdopodobienstwem réwne swoim srednim wartosciom Ei E+Q. W czasie pobierania

ciepta przez uktad A zmienia sie liczba dozwolonych stanéw uktadu fX(E). Korzystajac z rozwinigecia w
szereg Taylora:

qu+Q>—mQ<E>=(%>Q+%(B MO = pps L

k]
e T
aE’ 2 BEQ

Dalsze czlony szeregu Taylora mozna zaniedbac¢ ze wzgledu na to, ze a#<< £ Zatem zmiana
logarytmu liczby stanéw (Mwyrazi sie wzorem:

dln
Aln =" 0= 50

Ale poniewaz:

S=kzinQ AS=k, AlnCYE) = AS=k B0 =

1]

jezeli Q jest dostatecznie mate.

Jesli ilos¢ pobranego ciepta (DQ) jest rzeczywiscie nieskoriczenie mata, to przyrost entropii mozemy
zapisa¢ w postaci

a5 =22
T

Stan réwnowagi.

O uktadzie wielu czastek, ktorego stan makroskopowy nie dazy do zmiany w czasie, méwimy,
ze jest w stanie rownowagi.

Obserwuije sie, ze uktady znajdujace sie w pewnym szczegdlnym stanie, znacznie réznym od Sredniej
wartosci w stanie rownowagi, dazy¢ bedq zawsze do wartosci srednie;.

Czas potrzebny do zaniku takiej fluktuacji i powrotu do stanu rébwnowagi nazywamy czasem
relaksaciji.
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Poniewaz wszystkie mozliwe sposoby ruchu czastek uktadu prowadzg do stanu mniej
uporzadkowanego, wiec uktad bedzie dazyt do takiego stanu, w ktérym bytby on jak najmniej
uporzadkowany. Po osiagnieciu takiej najmniej uporzadkowanej sytuacji uktad nie bedzie wykazywat
tendencji do zmiany w czasie, co oznacza, ze znajdzie sie w stanie rownowagi.

Witasnosci stanu réwnowagi:

1. Stan makroskopowy uktadu znajdujacego sie w rownowadze jest niezalezny od czasu (z
wyjatkiem fluktuacji).

2. Stan makroskopowy uktadu w rownowadze jest najbardziej przypadkowym stanem uktadu w
danych warunkach (z wyjatkiem fluktuacji).

3. Stan makroskopowy uktadu w réwnowadze nie zalezy od uprzednich loséw tego uktadu.

4. Stan makroskopowy uktadu w rownowadze mozna opisa¢ w sposéb zupetny przy pomocy
bardzo niewielu parametréw makroskopowych.

Ze stanami rownowagi wigze sie termin nieodwracalno$ci. Proces nazywamy nieodwracalnym, jezeli
po odwrdceniu biegu czasu przebiegatby w sposéb nie obserwowany w rzeczywistosci prawie nigdy.

4. Uktad kontaktujacy sie termicznie ze zbiornikiem ciepta (rozktad kanoniczny).

Mamy stosunkowo maty uktad A kontaktujacy sie termicznie z duzo wiekszym uktadem A' -
zbiornikiem ciepta i badamy, jak one sie zachowujg. Z makroskopowego punktu widzenia wyréwnajg
sie temperatury, ale nas interesuje mikroskopowy stan uktadu A: jak bedg obsadzane jego stany
kwantowe? Scislej méwiac, staramy sie okreslié:

ile w warunkach réwnowagi wynosi prawdopodobienstwo P,, ze uktad A znajduje sie w
dowolnym stanie r o energii E,?

A+A'=A*
E+E'=E*

A - jest to kazdy uktad majacy znacznie mniej stopni swobody niz zbiornik ciepta A' (moze to by¢
niewielki uktad makroskopowy).

P, - prawdopodobienstwo, ze uktad A jest w stanie o energii E,. Zatozmy, ze s3 to stany
niezdegenerowane, czyli dany stan jest realizowany przez jedng konfiguracje. P, jest proporcjonalne
do liczby stanow ukfadu.

Jezeli uktad A znajduje sie w stanie o energii E;, to energia zbiornika wynosi E'=E*-E,. Ale gdy A
znajduje sie w tym jednym okreslonym stanie r, wtedy liczba stanéw potaczonego uktadu A* jest
réwna (E") -to(Er)
HE=E e ((E) (XE)=(NEY=((E*-E)

i

F =(I(E*-E,)
Jezeli E;<< e*, to rozwijamy w szereg taylora logarytm

1nQ'(E*—E,)=mQ'(.E*)——a];};jj B, Aty

“"dalsze cztony pomijamy 2" ' w stanie rdwnowagi £= £, czyli

InCQE*-E 1 =n'(E*) - fE = Q'(E*-E )= Q" E* exp[- 58 ]

Rozktad z takim prawdopodobieAstwem nazywamy rozktadem kanonicznym:
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5 =0 exp[-fE ]
C- wspoétczynnik proporcjonalnosci niezalezny od r.
Uktad w kontakcie cieplnym opisuje tzw. zespotem kanonicznym. Jezeli uktad moze dodatkowo
wymienia¢ czastki, to do opisu uzywamy tzw. duzego zespotu statystycznego (duzy rozktad
kanoniczny).

Wspotczynnik proporcjonalnosci C mozna wyznaczy¢, korzystajac z warunku normalizaciji:
Y A=l

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich mozliwych stanach uktadu A niezaleznie od ich energii. C
musi spetnia¢ zaleznosc¢:

CY exp[-fE,]=1

A zatem

_ EXp[—ngr]
T el £E ]

Znajomos¢ rozktadu prawdopodobienstwa pozwala nam bardzo tatwo wyliczy¢ wartosci srednie
wszystkich parametréw charakteryzujacych uktad A, kontaktujacy sie termicznie ze zbiornikiem ciepta
0 bezwzglednej temperaturze

r-L

ki

Niech parametrem takim bedzie na przyktad jakas wielko$C y, przyjmujaca w stanie r uktadu A
wartosé y,. Wartosé¢ srednia Fwynosi:

> ep[- G, 1y,
-5 Pp o+
PeLE S

Dla uktadu makroskopowego prawdopodobienstwo, ze energia uktadu A znajdzie sie w przedziale E i
E +dE wyraza sie wzorem:

P(E)=C)(E)exp[- FE]
Poniewaz i(E) jest silnie rosnacq funkcjg energii, a czynnik ekspotencjalny jest silnie malejaca

funkcjg energii, wiec z bardzo dobrym przyblizeniem mozna uzna¢, ze uktad jest doktadnie w stanie
okreslonym przez energie E

Funkcja rozdziatu

suma stanéw czasteczki Z = >’ exp[-fE, ]

P= lexp[_ﬁgr] - dla rozktadu kanonicznego

Z
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Przyktad (srednia energia uktadu)

= 1 1, 3
= =Z.REf = E;E, exp[-fE,]= E(—EZW[—ﬁErD

Jesli znamy funkcje rozdziatu, to mozna policzy¢ rézne wartosci srednie uktadu.
5. Paramagnetyzm (prawo Curie). Ciepto wiasciwe oscylatora harmonicznego.

Jako pierwszy przyktad zastosowania funkcji rozdziatu zbadamy wiasciwosci magnetyczne substanciji
umieszczonej w zewnetrznym polu magnetycznym o indukcji B i zawierajgcej w jednostce objetosci
No atomdédw majacych moment magnetyczny. Rozwazmy szczegdlnie prosty przypadek, w ktérym

kazdy atom ma spin 1/2 i zwigzany z nim moment magnetyczny o Substancje takg nazywac
bedziemy paramagnetykiem. Przypusémy, ze substancja ta ma w danej chwili okreslong
temperature bezwzgledng T. Nasuwajgce sie pytanie brzmi:

lle wynosi w takich warunkach $rednia warto$¢ sktadowej momentu magnetycznego Epojedynczego
atomu wzdtuz kierunku pola magnetycznego B?

Skupiamy uwage na pojedynczym atomie, traktujac pozostate atomy, jakby tworzyty zbiornik ciepta o
bezwzglednej temperaturze T (zaniedbujemy oddziatywanie miedzy atomami). Kazdy atom moze

znalez¢ sie w jednym z dwéch mozliwych stanow: Zdub - &

E=-n B
E=HB P.
E=-4B P,

Prawdopodobienstwo, zgodnie z rozkladem kanonicznym, wynosi:

P, =Cexp[-4E,] P, =Cexp[~fE_]

funkcja rozdziatu, czyli suma po wszystkich stanach (w tym przypadku po dwéch):

Z = exp[~f Bl +expl S F]

Poniewaz bardziej prawdopodobne jest znalezienie atomu w stanie, w ktérym jego moment

magnetyczny Hjest rownolegty do kierunku B, wiec sredni moment magnetyczny musi byé réwniez
skierowany zgodnie z B. Jezeli temperatura T jest duza tzn. jezeli

— <zl
kgT

to prawdopodobienstwo rownolegtego ustawienia sie momentu magnetycznego wzgledem kierunku
pola bedzie prawie takie samo jak prawdopodobienstwo ustawienia antyrownolegtego. W takim

przypadku orientacje momentéw magnetycznych beda prawie zupetnie przypadkowe, czyli Z#0.
Z drugiej strony, jezeli temperatura T jest bardzo mata , tzn.

ﬁ:-:-1
kT
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to prawdopodobienstwo rownolegtego ustawienia sie momentu magnetycznego bedzie duzo wieksze
niz prawdopodobienstwo ustawienia sie antyréwnolegltego, a zatem Z# g Wyliczmy:

_ exp[ fuy B - exp[ - iy B
=P () + P ()=
Fo b G B )= e B+ espl = Fia, B

- HoB
= prfehit =
H HDE(M,)

P
Nyl
1B
k
Pole magnetyczne ustawia spiny, a temperatura je rozrzuca.
Py
P HoB
= kT

Wykres prawdopodobienstwa P., ze moment magnetyczny #ijjest skierowany rownolegle do pola i
prawdopodobienstwa P_, ze moment ten skierowany jest antyréwnolegle do pola, gdy indukcja
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przytozonego pola wynosi B, a temperatura bezwzgledna T.

Sredni moment magnetyczny na jednostke objetosci substancii, czyli tzw. namagnesowanie lub

magnetyzacja, skierowany jest zgodnie z polem magnetycznym, a jego wielko$¢ ﬂ?njest réwna:

gdzie Ny jest liczbg atomdéw w jednostce objetosci.

Prawo Curie

— _ :UUB
Mo =Ny F=Ny 1 '581{—}

kg T
B B
—’UDB = tgh Kl P i
dla 4T kgT) kgT
2
ﬂ‘_{U — ND)“O B —
kgT , gdzie ¥jest statym wspotczynnikiem proporcjonalnosci niezaleznym od B i

nazywamy go podatnoscig magnetyczng substancji:

2
_Nosy”
kaT

Fakt, ze rjest odwrotnie proporcjonalne do bezwzglednej temperatury, jest znany pod nazwa
prawa Curie.

Ogdlnie, dla catkowitego momentu pedu J, mozemy napisac:

7 =I_;g#0 - By (S;D;BJ gdzie g -czynnik Landego, B, - funkcja Brillouina
B
2 +1 27 +1 1 X
B = I - _rich|
1 (=) 27 C‘gh[ o1 x] 2J°"gh[2;r]

Ciepto wilasciwe oscylatora harmonicznego.

Obliczanie ciepta wtasciwego oscylatora harmonicznego jest kolejnym przyktadem na wykorzystanie
funkcji rozdziatu.

E, =k m’[n + %] - energia oscylatora harmonicznego

Liczymy funkcje rozdziatu:
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i} exp{_ ho w 1 exp[_ ﬁﬁT;}

25T | T-esp|- piw] 1-expl- )

Srednia energia oscylatora harmonicznego:

LY :_i[_ﬁﬁj_mﬁ_e_wﬂ:ﬁjerexp[—ﬁﬁm]:ﬁm+ ke

2 l-exp|-fhow 2 exp| o -1

hor
W powyzszym wzorze sktadnik Todpowiada za tzw. energie drgan zerowych.

g =x+1
e®? 151+ pho 1= phao

w przypadku wysokich temperatur:

Ciepto wtasciwe oscylatora harmonicznego wynosi:

ho 1
PE @ her EXp[ Aﬂ’} T
CETTT| o hay Tl :
i oo B G
()’ expl ]

w

T (e ] 1)

Dla T—10 (f —>ca) = Cw 9 (zanik eksponencjalny)

Dla T—® (0]  =C, kg
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Whiosek:

Dla kazdego oscylatora harmonicznego w odpowiednio wysokich temperaturach ciepto wtasciwe
wynosi kg niezaleznie od rodzaju oscylatora (tj. od odlegtosci miedzy poziomami). Jest to zgodne z
zasadg ekwipartycji energii i prowadzi do prawa Dulonga [ Petita dla ciepta molowego ciat statych.

6. Srednia energia i $rednie ci$nienie gazu doskonatego.
Obliczenia przeprowadzimy przy zatozeniach, ze:
energia oddziatywan jest duzo mnigejsza od energii kinetycznej;
gaz jest niezdegenerowany, czyli danej konfiguracji odpowiada doktadnie jeden stan i jedna

energia;
e czastki sg rozroznialne, kazdg mozemy sledzi¢ oddzielnie.

7ih ?sxz ?3},2 ?s,f
g = +—+
om |12 1% L7

b4 r 1

i o nxg n  ont
funkcja rozdziatu: Z=33 - e SR SR
: - nz = T |17 L L)

bl I
Powyzszg funkcje rozdziatu mozna przedstawi¢ w postaci niezaleznych iloczynow:

2 2
Frth? ny, Jiiar SR

S el - e L D,
}nzxp{ 2m LGE,'Xp 2m L}

) T

Fiz ot :
Z = exEpl - X
; Xp{ 2m L °

b4

Pierwszy czynnik oznaczamy jako Z,

2
Z, =ZEXP[-}6}T2R2 % }

R

Obliczenia Z, mozna tatwo wykonac, jezeli skorzystamy z faktu, ze dla dowolnego zbiornika o

rozmiarach makroskopowych, czyli o duzych Lx, wspoétczynnik przy nxzjest bardzo maty (o ile tylko £
nie jest duze, czyli jest to stuszne dla wysokich temperatur).

A zatem kolejne wyrazy tej sumy bedg sie bardzo mato réznic¢, czyli z duzym przyblizeniem mozemy
ja zastagpi¢ catka:

o ﬁ?{ghz?ﬂg
z, = |exp|- ol
S| ol 222 2 i

podstawiamy zmienne:

b wh

= ——}gx

L

%

P
di = i ﬁd}sx
2m L,


http://www.ftj.agh.edu.pl/~wolny/

Fizyka statystyczna. Joanna ROPKA, Barttomiej WROBEL http://www.fti.agh.edu.pl/~wolny/

L L L

v Z =f) Zz=b
B 7B JB

Z=ZX-ZY-Zz=b3i3'L’

ﬁi

Ostatecznie dla gazu doskonatego w przyblizeniu klasycznym (tj. wysokich temperatur) otrzymujemy:

Majac funkcje rozdziatu, mozemy policzy¢ srednig energie czasteczek gazu: Ol 2

tl
I

InZ=In V—Elnﬁ+3]nb
2 —

Coust

a 31 1 =_3
= _ _- = E=kT
g aﬁ[]nf/ ]nﬁ] 2‘5 Féi T 5

Srednia energia N czgsteczek gazu (n moli): F=MNeg= E NET = EnNRkT
2 2

5]
Il
0| v
]
s
h-\_]

Srednie ci$nienie gazu doskonatego.

Oznaczmy przez F site, z jaka dziata czasteczka w kierunku x na prawa scianke pudta, w ktérym gaz
jest zamkniety (tzn. $ciane x=L,). F.- wartosc tej sity dla czasteczki znajdujacej sie w okreslonym
stanie kwantowym r, w ktérym energia wynosi s,. Przypusémy, ze przesunelibysmy prawg $cianke
zbiornika bardzo powoli w prawg strone o odcinek dL,. W takim procesie praca, ktérg wykonataby
czgsteczka na tej Sciance - F.dL« [1 musiataby by¢ réwna ubytkowi energii -d s tej czasteczki.

Bl - —ds, = F -5
AL

i

Srednig site Fwywierang przez czasteczke na $ciane naczynia otrzymamy usredniajac site F, po
wszystkich mozliwych stanach czasteczki

F:Z‘Pr'Fr £ =%exp[ ﬁEI]
1 1 2 18z
FX_EZ,BXP[_}G‘E}]( J ZEE( [ ﬁfr])—ﬁ—zazr: exp[- fg } Eaz—g ar,

I
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7 :laan

Pamietajac,ze n Z =in V—%]n G+3nd
poldmz_lowy_ 1 kT
" foL, gL, fL L
Dla N czgsteczek wynik musimy pomnozy¢ przez N.

Obliczamy srednie cisnienie na Scianke naczynia dzielgc site przez powierzchnie S=L,L,

N kgT  WNigT
Lyl, Ly v

;_;.z

Jest to réownanie stanu dla niezdegenerowanego gazu doskonatego
7. Twierdzenie o wiriale w zastosowaniu do gazu doskonatego. Gazy rzeczywiste.
Twierdzenie o wiriale.

Powtdrka dla pola grawitacyjnego:

r-F=m-r ¥
Ep=mr v

d . . . d . d
—[rv]=t-v+r v=r ¥=—Ir-vl-t v=—[r-vl]-v
dt dt dt

E, =Mi(r -v)—M-vz
ot 2E,

d 2
E = ME(r : v)—Mz-Ev
dla uktadéw ograniczonych ta srednia wartosc¢ jest rowna zeru (np. dla ruchu po okregu iloczyn
skalarny réwny zero).

E

Zatem: =p :_ZEk(dIa stanéw zwigzanych energia potencjalna jest ujemna)

Twierdzenie o wiriale dla gazu doskonatego.

Rozpatrujemy czasteczki jednoatomowe jednoatomowego gazu doskonatego.

- 1—
E,=->rF
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Na czasteczke dziatajg tylko sity ze strony
Scianek IV, V, VI, ktoére znajdujg sie
| L. naprzeciwko punktu 0.

!0 r-F=odlal, I, Il
T r=r+rdia |V, V, VI
- Ly r-F=rF+rF=r F=-F
L o

dla trzech scianek dostajemy wartos¢ -3IF

ﬁ=-%@3ﬂ=%m

F=pSs=pl®

Gazy rzeczywiste.

Réwnanie stanu van der Waalsa jest wynikiem proby uwzglednienia w prosty jakosciowy sposob
wptywu oddziatywan czgsteczek w rownaniu stanu gazu doskonatego.

Wystepowanie twardego rdzenia w czasteczce nie pozwala przenikng¢ do pewnej objetosci wokot niej
innej czasteczce. Jesli V jest catkowitg objetoscig substancji, to efektywna objetos¢ dostepna dla jej
czgsteczek bedzie mniejsza niz V o sume objetosci, do ktérej czasteczki nie mogg przeniknag, czyli
Ve=V=Nb, gdzie b jest statg charakterystyczng dla rozwazanej substancji, zalezng od srednicy
czgsteczek.

Czes¢ przyciggajaca energii potencjalnej przejawia sie jakosciowo w dazeniu do tworzenia stanu
zwigzanego. Przy dostatecznie silnym przycigganiu uktad bytby stanem zwigzanym N ciat i
niepotrzebne bytyby zewnetrzne scianki do utrzymywania go. Dlatego mozemy zatozy¢, ze
przyciaganie prowadzi do zmnigejszenia sie cisnienia, jakie uktad wywiera na zewnetrzne $cianki.
Zmniejszenie sie cisnienia jest proporcjonalne do liczby par czasteczek znajdujacych sie przy
Sciankach w warstewce o grubosci rzedu zasiegu oddziatywania. Liczba ta jest proporcjonalna do
N°/V?. Poniewaz N i zasieg oddziatywania sg state, to wtasciwe cisnienie wynosi:

N2
p:pm‘n_aF

gdzie a jest kolejng statg charakterystyczng ukfadu, a pyin ciSnieniem okreslonym przez rownanie
stanu.

Roéwnanie van der Waalsa ma postac:
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P+ a[%]z :|(V - WB)= Nk pT

Na rysunku przedstawiono
kilka izoterm opisywanych
tym rownaniem stanu. W
pewnej temperaturze T,
zwanej temperaturg
krytyczna, znika wygiecie

. izotermy.

cie
Punkt przegiecia kr
nazywa sie punktem
krytycznym.

para hasycona

Dla danego T i p rownanie van der Waalsa ma na ogét trzy pierwiastki zmiennej V. Ze wzrostem T
pierwiastki te zblizajg sie do siebie i dla T=Tzlewajq sie w punkcie V.. Stad w otoczeniu punktu
krytycznego rownanie stanu musi mie¢ postac:

V-V, ) =0=V" -3V +3 -V =0
poréwnujac z

(V—M)]{ph + a[gﬂ = NKT,,

otrzymujemy uktad trzech rownan, z ktérych mozemy wyznaczy¢ wielkosci a i b:

T'!
a=27 T b= Lo
9-p,) 9-p,

Gdyby mierzyc¢ cisnienie p w jednostkach py,, T w jednostkach Ty, V w jednostkach Vi,

— T _
5ol 7 I 5T
pkr Tkr Vkr

to rownanie van der Waalsa:

= N Tt =
F-Z|p+ = |= kT
[ 8][‘D+64V2}

Rownanie to wyrdznia sie tym, ze nie zawiera zadnej statej charakterystycznej substancji. Gdyby
zatozenie van der Waalsa byto poprawne, to powyzsze réwnanie bytoby stuszne dla wszystkich
substancji.
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Twierdzenie, ze réwnanie stanu wyrazone przez 7T V jest rownaniem uniwersalnym dla
wszystkich substancji, nazywa sie prawem stanéw odpowiadajacych sobie.

Rozwiniecie wirialne

v v e Vo TV
2
T 1+(b—i]§+ bz{gj T
v KTV mm\v
-
AT

wspotczynniki wirialne charakterystyczne dla kazdego gazu.

AT =0=b-2 _p=r-f
kT b

il
To=_
b kb
W temperaturze Boyle'a gaz rzeczywisty najbardziej przypomina gaz doskonaty

temperatura Boyle'a:

He: Tg =17,5K
Ar: Tg = 505,4 K
022 TB = 520,9 K

H,O: Tg = 2185 K

8. Ogolne réwnanie stanu gazéw doskonatych.

I. Gaz czastek materialnych (kwadratowy zwigzek dyspersyjny)

Gaz doskonaly jest wyidealizowanym uktadem termodynamicznym (zaktada sie zerowg
objetos¢ czasteczek gazu i zaniedbuje sie ich oddziatywanie poza zderzeniami). Z doswiadczen
wynika, ze wszystkie gazy dostatecznie rozrzedzone zachowujg sie w uniwersalny sposéb. Gaz
doskonaly jest idealizacjgq tego zachowania. Parametrami gazu doskonatego sg: P, V, T, N.

[Pr = nrT| lub [P = MET| réwnanie stanu gazu doskonatego (réwnanie Clapeyrona)

R=8314

mol - K
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x _@—Lx 2m Lx . . .
—h_zzkxz _w 2ky2 _ﬁﬂfzz
©2m I, Y 2m L, © 2m I,
Fx . . o . .
FPr= E S - powierzchnia $cianki w kierunku x: S=L,L,
o=t _ )
L.L, 2ml. LI,
_ﬁz"fxz w 2.’(},2 _;5_22;(22
B om v By om v P om
oy AR AR ARE) 2K 2F
O v mV ¥
. 2E o
pP.tp tp, = > zprawa Pascala: P, =P, =P, =P
_ 2 __ .=

ol =< E (2 w liczniku - wyktadnik zwigzku dyspersyjnego; 3 w mianowniku - liczba stopni
v =3 swobody)

jesli E=3kT .to pV=kT
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dla N czastek: EV = NET (réwnanie Clapeyrona)

2. Mozna réwnanie wyprowadzi¢ takze z funkcji rozdziatu (punkt VI)
3. Z twierdzenia o wiriale dla gazu doskonatego (punkt VII)

4. Z maxwellowskiego rozktadu predkosci.

Il. Gaz fotonowy (liniowy zwiazek dyspersyjny)

Wyprowadzenie jak wyzej: wspotczynnik 1/3 bo liniowy zwigzek dyspersyjny, a przestrzen
trojwymiarowa. Réwnanie stanu:

PV =1iE

—oT* prawo Stefana

= | b=l

9. Twierdzenie o ekwipartycji energii (wyprowadzenie i przyktady).

Wezmy uktad opisywany za pomocg jego f wspotrzednych uogolnionych qy,...,qri odpowiednich
peddéw uogdlnionych p4,...,pr. Energia takiego uktadu E jest wowczas funkcjg tych zmiennych:
E=E(qy,...,psr). Czesto energie mozemy przedstawi¢ w postaci

E==(p)+E'(q;,...,pr), gdzie = jest funkcjg jedynie jednej zmiennej, np. okreslonego pedu p;, a E' zalezy
od wszystkich pozostatych zmiennych z wykluczeniem tej zmienne; .

Zatézmy, ze badany uktad znajduje sie w réwnowadze cieplnej ze zbiornikiem ciepta o temperaturze
bezwzglednej T. Jaka jest wowczas wartos¢ Sredniego przyczynku energii pochodzacego od z,?

) je_ﬁg(ql,...,k’f)gidgl,. aen (LDF
L, = -
J-e BE(g,....74 )dgl,..-, (1‘5'{‘

je—ms.wlgidql__@f _ je-ﬂf- .s‘iclpi-je_ﬁgdql...dpi...clpf _
je—ﬁf(s.+ﬁ*)dgl___dpf je_ﬁ"@i- J‘g-ﬁ'dgl___dpi...dpf

D=

_ Ie_ﬂs' g dp, B —%(jefﬁ" Eichi)_ P Im ]

——In| e gdp,

PR PP

Zastanoéwmy sie teraz nad takim szczegdlnym przypadkiem, kiedy =; jest funkcjg kwadratu p;, jak to
jest w przypadku, gdy £; przedstawia energie kinetyczna.

2
Ay

Zatézmy wiec, Ze £ ma postaé s=bp? b - stata dowolna, (np.: & = .
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& = Eoe_ﬁgidpi - Eoe_ﬁbﬁdpi :ﬁ_%ﬁe_byzdy

zatem

1{ f’me-ﬁ%qdpi]:—% 1n,3+1r( [ me-f’yzdy]

=g (et ) |- - gna) 5

& :lkT
2

Jezeli uktad znajduje sie w stanie rownowagi w temperaturze bezwzglednej , to kazdy wyraz
niezalezny we wzorze na energie zawierajacy kwadrat pedu lub wspoétrzednej ma te sama
srednig wartos¢ rowng 1/2 kT .

Przyktad 1 Gaz doskonaty

Czgsteczki gazu 1-atomowe

1 2 2 2 1 3
= + + =3 —kT=2kT

c
,gff"":ER cm°1=c{';°1+R=ER K= =lwm167
2 2

Czgsteczki gazu 2-atomowe

E‘“"l:%RT c{'}"l:gR e =Tp x=loig

Czgsteczki gazu 3 lub wiecej-atomowe (wieloatomowe)

1 2 2 2 ng "?-‘22 L32
£=— + + +—+—=+—=
2m [p" Py TP ) 24, 21, 2L,

E‘ml:gm’
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e2l = 3R e2t = 4R k=2-133
3

Przyktad 2

Ruchy Browna - chaotyczne ruchy wiekszych czastek w zawiesinach

2 a N
&:lm’ %:lm’ V;:E#U
Zemp 2 2 2 ]
E #0 stad wniosek, ze czasteczka zawsze jest w ruchu.
Przyktad 3 (Oscylator harmoniczny)
E—pr2+lm2 R o=—ox
2 2
_ 1 1 .
£=—kT+_kT=kT energia oscylatora

Ciato state jako zbior oscylatorow trojwymiarowych:  z_ 37  Fml _zpr

el =38R w25

mol - K

Prawo Dulonga - Petita:

J
mol - K

Prawo to powinno by¢ stuszne dla zbioru oscylatoréw harmonicznych w przyblizeniu
wysokotemperaturowym. Dosy¢ dobrze zgadza sie z doswiadczeniem, za wyjatkiem niektorych
substancji, np.:

Wszystkie ciata stale maja molowe ciepto wtasciwe rowne 25

i)
maol - K
i)
maol - K

Odstepstwa mogg by¢ spowodowane poprawkami anharmonicznymi, ktore stajg sie szczegdlnie
istotne w wysokich temperaturach.

krzem - 20

diament - 6

10. Maxwellowski rozktad predkosci.

Przestrzen fazowa.

Do petnego opisu uktadu potrzebna jest w mechanice klasycznej znajomos¢ wspotrzednych
uogolnionych (q) i pedow uogodlnionych (p). Przestrzen, ktéra jest zbudowana na tych wspéirzednych i

pedach, to przestrzen fazowa.

f - liczba stopni swobody
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-Pr ol exp[- ﬁEr] - dla rozktadu kanonicznego i wybranego poziomu energetycznego.

W mechanice klasycznej mozemy zapisac:

P{qy....t. Proeees i My . dgpdpy .. dp = C - expl- BE(qy ...t Mg -..dgr

I Plgy,.... pp g, ...dpp =1 - warunek normalizujacy

Maxwellowski rozktad predkosci.
Rozwazamy gaz w stanie rownowagi. Jaki jest rozktad predkosci czasteczek takiego gazu?

Zatézmy, ze w naszych warunkach dozwolony jest klasyczny opis czgsteczek gazu i zajmijmy sie
szczegotowiej dowolng jednoatomowag jego czgsteczkg. Taka czgsteczka przedstawia dla nas
niewielki, wyrdzniony uktad znajdujacy sie w kontakcie termicznym ze zbiornikiem ciepta ztozonym z
pozostatych czasteczek gazu i majacym temperature T. W przypadku, gdy mozna zaniedba¢ sity
zewnetrzne, energia naszej czasteczki jest po prostu jej energig kinetyczng

Mozemy postawi¢ teraz pytanie, jakie jest prawdopodobienstwo, ze wektor potozenia czasteczki ma
wartos¢ z przedziatu (r, r+dr) oraz ze jednoczesnie wartosci pedu czgsteczki znajdujg sie w
przedziale (p, p+dp) .

2
P(r, p)d3rd® pecexp| - f é’_ A3 p
m

Pir, NV « exp[— %,&an}dBFdBV

gdzie d°V=dV,dV,dV, oraz d’r=dxdydz

Mozna zapytac, ile czasteczek ma predkos¢ w okreslonym przedziale predkosci.

3 - $rednia liczba czgsteczek na jednostke objetosci, ktore majg predkos¢ zawartg w
SV orzedziale V,v+dV.

Poniewaz N czgsteczek gazu porusza sie niezaleznie, prawie nie oddziatujgc na siebie, wiec gaz ten
przedstawia statystyczny zbior czgsteczek, z ktérych pewien utamek okreslany
prawdopodobienstwem P(r, V) znajduje sie pomiedzy r i r+dr, a predko$é pomiedzy V i V+dV. Srednia
liczba f(V)d3Vjest zatem rowna iloczynowi prawdopodobienstwa Pir, V)d3rd3Vi catkowitej liczby
czgsteczek N podzielonemu przez element objetosci d’. Zatem
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fONHd*Y =

NP, N rd 1
3

F

fand*r=c exp{— %ﬁsz}dBV

gdzie C jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.

Rownanie to nosi nazwe maxwellowskiego rozktadu predkosci.

Zauwazmy, ze ani prawdopodobienstwo P(r, V), ani tez $rednia liczba f nie zalezg od potozenia r
czgsteczki, poniewaz nie moze mie¢ ona uprzywilejowanego potozenia w przestrzeni, w przypadku
gdy na uktad nie dziatajg zadne sity zewnetrzne. P(r, V) zalezy tylko od modutu wektora V, a nie
zalezy od kierunku.

Rozktad szybkosci.

F(V)dV - érednia liczba czasteczek na jednostke objetosci, ktorych szybkos¢ |V| znajduje sie
pomiedzy Vi V+dV

FV) v = 4=l £ (1 )ap

72
Flr)dv = 4m72Cexp| - 1 v
@ xp{ M}

Zaleznos¢ F(V) jako funkcje modutu predkosci pokazuje ponizszy rysunek. Szybkos¢ 7 = %
odpowiadajacg maksimum rozktadu F(V)nosi nazwe najbardziej prawdopodobnej szybkosci. Mozna jg
znalez¢ przyrownujac do zera pochodna;

2
e = i{mvzc,*exp{—my ﬂ
ar

di” 2kT

{— ﬁmVeXp[— %ﬁsz HVZ + e){p[— %ﬂmVZJZV =0

F_ 2 JZE
fm m

Np. dla czgsteczek azotu w temperaturze pokojowej 7 =420 m
by

Po normalizacji, maxwellowski rozktad szybkosci ma postaé:
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3 _
2 my?
FVay =4t PP ex| - Y
) [2?:] Xp_ 2KT

Liczymy s$rednig energie czasteczki gazy doskonatego:

[=9

3 _
mf2 mv 2 AkT %
= FV dV = | 2a7 - V= dx-—%‘f’
.S‘K j 8] j P m[zﬁ exp 2;%‘?’_ jx exp(—x )

()

200k

11. Entropia gazu doskonatego; réwnanie adiabaty.

Entropia gazu doskonatego.

pV =aRT - réwnanie stanu gazu doskonatego

Tds=dF+pd¥” - réwnanie stanu dla nieskonczenie matego procesu kwazistatycznego.

E=ne,T pF=aRT

dE = nc,dT

|
<[5

Tds =pne dT + pdV

dS=ncvd—T+£dV
r T
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5 T W
dr di dr dv

d3¥=nc, —+nR—  catkujemy de: IHCU—-F IHR—
T v 5 T T ¥ V

S—8, =ne,InT—ne, mTo+nEIn¥ —nRln ¥,

I v
TV¥1=8T.FV |+ In—+RIn—
S-S ) e 0 R

a aQ

réwnanie to zalezy tylko od wartosci poczatkowych i koncowych.

Réwnanie adiabaty.

dQ=0; dS=0
mcv£+m’2£=0; C—'£+g=0
T ¥ RT ¥V

%]n T+In I = const.

ln[T?VJ- = comst.

i

TR .V = sonst - rownanie adiabaty we wspoétrzednych (T,V)

ey 2 2
TRY = const/®™ TV =const
— const,
T= X pV =aRT
o
R R,
const H— :c
pV=ni—s—; Py " =const; p¥ " =const
e

pVK = consf  rownanie adiabaty we wspotrzednych (p,V)

o +H ¢
K’:V—:_‘D ?C:‘l

Cy Cp
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adiahata

Vv

Przyktad przemiany adiabatycznej: rozchodzenie sie fal dzwiekowych w powietrzu.

do dE+ pdVY  BE dv

0. = = =/ —= = + p_

i d7 dT aT dT
P ¥ ¥

12. Zasady termodynamiki i zwiazki statystyczne. Sprawnos¢ silnika. Cykl Carnota.

:Cy‘l‘pE:Cy‘i‘R
» F

Podstawowe twierdzenia termodynamiki statystyczne;.

Zerowa zasada termodynamiki:

Jezeli dwa uktady znajdujg sie w stanie rownowagi z trzecim uktadem, to muszg znajdowac sie w
stanie rownowagi wzgledem siebie.

"I" zasada termodynamiki:

- dla uktadu izolowanego

-dla uktadu oddziatujacego  dE = dW +dQ

"Il" zasada termodynamiki:

W sformutowaniu entropowym:

- uktad izolowany AS = (| (entropia zawsze rosnie)

ds= %€
T

- uktad oddziatujacy (pochtanianie ciepta powoduje wzrost entropii).
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Dla silnika: niemozliwe jest zbudowanie takiego silnika, ktdry w catosci zamieniatby ciepto na prace
(tzn. nie istnieje perypetum mobile drugiego rodzaju).

Dla sprawnosci: sprawnos¢ kazdego silnika jest mniejsza niz: (T-T')/T.

"lll" zasada termodynamiki:

Jezeli T —0, = 535, gdzie S,jest stalg uniwersalng niezalezng od rodzaju materiatu

Zwiazki statystyczne.

P - liczba stanéw dozwolonych
S=klhQ = Q=exp T pozwala na przejscie miedzy mikro- a makroskopowym opisem
P S prawdopodobienstwo, ze uktad makroskopowy znajduje sie w
~eXp| — . . o
I stanie o danej entropii S

Sprawnosé silnika

Silnik, ktory nie moze istnie¢ w przyrodzie:

AT
lo
v

Mo

Musi by¢ spetniony warunek:

tymczasem mamy:

Silnik, ktory moze istnie¢ w przyrodzie:
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Aby silnik dziatat prawidtowo, musi spetnia¢ zasady termodynamiki:

AT 2. As* = AS+As=—24+9%50
a T T
v §+ Q;'W =0
— B
S N
Q ™ 7T T
v
AT
W I 1 T-7
— <) - | =O—
T Q[T' T] Q‘ T
sprawnosc:
w -7 T
Qo T T
0= 1 ——] tak musiby¢, aby silnik spetniat zasady termodynamiki

Cykl Carnota

Silnik to uktad termodynamiczny podlegajgcy procesowi cyklicznemu, tzn. procesowi, w ktérym stan
koncowy jest identyczny ze stanem poczatkowym. Cykl Carnota sktada sie z nastepujgcych
procesow:

a. pobranie ciepta Q>0 ze zbiornika o temperaturze T,
b. przekazanie ciepta Q>0 do zbiornika o temperaturze T', T,
c. wykonanie pracy W>0.
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adiabata
adiabata
izoterma Cykl Carnota w ukfadzie (p,V)
izoterma
lao v
< “ ) T
T
T_______:'_\ B Cykl Carnota w uktadzie (S,T)
L} ’ T!
&S*zO:}gzgz;,g:_
T T o T
’ T!
T35 ; | IO
P ¢ TTgTT
¥ $5

Pompy cieplne: odwracamy cykl w silniku cieplnym.
13. Potencjaty termodynamiczne (wyprowadzenia) i tozsamosci Maxwella.
Warunki rébwnowagi

1. W uktadzie odosobnionym catkowita energia uktadu jest stata. Entropia uktadu, zgodnie z

definicja, jest rowna 5= k1ln €2. Z podstawowego postulatu wynika, ze gdy uktad jest w
stanie rownowagi, wtedy z rownym prawdopodobienstwem znajdziemy go w kazdym z jego

stanow dozwolonych £ ~ £2=exp(Z/ k)

Nawet matemu maksimum wartosci entropii & = & ln €2 odpowiada bardzo ostre maksimum
samej liczby standéw £2, a wobec tego i prawdopodobienstwa P.

Stan rownowagi uktadu odosobnionego charakteryzuje sie wartosciami parametru
uktadu takimi, by: S = maksimum.
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2. Dla ukfadu oddziatujgcego termicznie T=const, V=const

T'=T=const A*=A4A+ A St=5+5

V = const FF=0. 0 AS*=AS+AS

E*=F + E'=const w=o0
':M':—M &S':_z

AS¥= AS+ AS=Ag— L _ _AEZTTAS
T T
_AE-T'AS
TF

AS* =

4.

5. Stanem réwnowagi izolowanego mechanicznie ukfadu utrzymywanego w statej
temperaturze jest stan o minimalnej energii swobodnej.

Uwaga! Czesto zamiast E piszemy U (energia wewnetrzna uktadu)

Wezmy nowg funkcje: AF =ALT —T'AS

F=U-TS
Y
T

Sf=max — F=min

6.
W stanie réwnowagi T'=T
F=U-TS -minimalizuje sie w stanie réwnowagi
F=II-T8| -energiaswobodna
7.

Inny sposob:
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Cdr=du-78)=  du - d(Ts)
H,_r'
s - pdV 1ds5-5dT

——
how

dF=—-pdi"—5dT  Zeby istniato minimum, to dF = 0

15.

Jesli V. T=const = dF=0

16. Funkcja F opisuje ukfad w kontakcie termicznym z otoczeniem - minimalizuje sie w stanie
réownowagi

17. p=const.T = const

AE'=—AE QO=AE+ p' AV
AV'=—AV Q'=-AE - p'AV

M*:M+&S’:&S+%:&S+_M;,pw——ﬂg+pf_T&S

18.

G=E-T'S+pV GEE—TS—I—pV entalpia swobodna Gibbsa

AG
ASF=—— >0
TF
19.
AG =0 czyli ma min. w stanie réwnowagi

G=U-TS+ pV
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dG=Tds — pdV — TdS — SdT + pdV + Vdp
T, p—const = dG=-SdT+Vdp=0

20.

Stanem réwnowagi uktadu utrzymywanego w stalej temperaturze i przy stalym
cisnieniu jest stan o minimalnej entalpii swobodnej.

Potencjaly termodynamiczne.

r=r - energia wewnetrzna

dir = 7ds - pdi

diUU=0 < S=const,V =const

uktad izolowany (bez wykonania pracy)

2.
F=U-T8 - energia swobodna
dF =-5d7 - pdV
T.V=const = dF=0
oddziatuje termiczne (przekazuje energie bez pracy)
3.
H=U+pV - entalpia
df = Tds + Pdp

S, p=const = dH=0
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nie przekazuje ciepta, wykonuje prace, zmienia objetos¢

G=U-TS+ pl"'=H-T5 - entalpia swobodna
dG=—5dT + vdp

T, p=const = dG=0

wykonuje prace przekazuje ciepto

Potencjaty termodynamiczne sg rézniczkami zupetnymi.
Mozna pokaza¢, ze ¥ =—kT'InZ

Tozsamosci Maxwella.

v - (3)48) 2, - (2)
dH = TdS+Vdp = [@J =[2_V] T=[%L V:[%J
& r )
]

dF = —5dT - pdv = [6_3] - [

dG=-SdT+Vdp = (@U]r [a l, o), v ),

14. Prawo Steana-Boltzmana. Prawo Wina.

PRAWO STEFANA-BOLTZMANNA
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do fotonéw: ﬁ =——

3V

Dla fotondw nie jest zachowana liczba czastek i w zwigzku z tym cisnienie nie zalezy od objetosci:
(fotonu tworza sie lub znikajg na sciankach naczynia):

T = const = p = const

3pV=E

=
dE =3pdi" +30dp =3 pdl” = 4pdi = Td3

dE = Td5 - pdv
dp_d3| (&
T dv|, \oT),
4p _dp - M & =4+ o)
T dr, T p

p=cT?

E=3pV=3cT*V

E
i prawo Stefana (1879 r)
%
5 W
oc=5.67-10 R - stata Stefana-Boltzmanna
meKE
Prawo Wiena
Rozktad Plancka
2
2% av
pPH)dy = dv
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87 1
Add = di
v=% = dv-—;—z P A7 he Y
=P AT
%: = i a3 exp E - =
dr dA AT
he
Jezeli: = t “_1)=e"
ezeli o T S(e l) e o

Jest to réwnanie nieliniowe, ktdrego rozwigzanie mozemy znalez¢ w nastepujacy sposoéb:

Jezeli: o =1 = e” =x=1 = 5¢“ = e“x = &= 5

Dokfadnie: @ =2 4 966

Ostatecznie:

C 2898 ym-K

15. Stan rownowagi pomiedzy fazami; réwnanie Clausiusa - Clapeyrona.
p, T —const = ' = min

Oznaczamy przez N, liczbe czgsteczek substancji znajdujacych sie w fazie 1, a przez N, liczbe
czgsteczek substancji znajdujgcych sie w postaci odpowiadajacej fazie 2.

N; +N =N =const

Czy w stanie réwnowagi scharakteryzowanym okreslong temperaturg T i ciSnieniem bedzie istnie¢
tylko faza 1, czy tylko faza 2, czy tez bedg mogty istnie¢ obie fazy rownoczesnie? Poniewaz
utrzymujemy state wartosci temperatury T i ciSnienia p, wiec na te pytania mozna odpowiedzie¢
badajac catkowitg energie swobodng G uktadu.

G=FE -TS + pV =min

G=G;+G, gdzie G; jest energig swobodna fazy 1, a G, jest energig swobodng fazy 2.

W zadanej temperaturze i ci$nieniu $rednia energia, entropia i objetos¢ poszczegolnych faz uktadu sg
proporcjonalne do dostepnej przestrzeni fazowej:

Gy =Ng1 G,=N,g,

energia swobodna liczona na czasteczke i-tej fazy w okreslonej
temperaturze Ti przy cisnieniu p.

g!.I:T,p) =
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G=N:g:+N.g;

Jezeli obie fazy wspotistniejg w stanie rownowagi, wartosci N, i N, muszg byc¢ takie, by G byto
minimalne. Wiec G musi pozostac state dla nieskonczenie matych zmian N, i N, , a wiec

dG = g, dN, + g, dN, =0
dv, =—dN,

(31_gz)dN1 =0
0

Dla wspoétistnienia dwoch faz w stanie rownowagi 0=

Jezeli Ti p sg takie, ze g; < g», to G ma minimalng wartos$c, o ile wszystkie czasteczki substanciji
znajdujg sie w fazie 1, tak ze G=Ng,. Wtedy w stanie rownowagi moze istniec tylko faza 1.

Jezeli Ti psa takle, ze g¢ > 92, to G ma wartosé min., gdy wszystkie czasteczki substancji sg w fazie 2, tak ze G=Ng2. Wtedy tylko faza 2

moze istnie¢ w stanie réwnowagi.

Natomiast, jezeli Ti p majg takie wartosci, ze g7 = g2, dowolna liczba N1 czasteczek fazy 1 moze wspétistnie¢ w stanie rownowagi z N2 czasteczkami.

9179, Miejsce
geometryczne
punktow
odpowiadajgcych
takim wartosciom T i
p, dla ktérych g; = g5,
przedstawia krzywa
réwnowagi faz,
wzdtuz ktorej obie

fazy moga
faza2 wspotistnie¢ w stanie
d1<d; réwnowagi.

Réwnanie Clausiusa-Clapeyrona
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&1~ 2 = dg, =dz,

d&
dG = —5dT + Vdp de, = —-
Nl
dg, = —5,dT +v,dp dg, =—s5.,dT +v,dp

—5dT +vdp =—s,dT + v dp (55 —5, AT =[v, —v, Jdp

b _Ar_As_As™
dT  Av AV AYP™

Zauwazmy, ze jezeli mamy do czynienia z jaka$ ilo$cig substancji, ztozong np. z N czasteczek, to zmianeg entropii i objetos$ci zwigzang z transformacjg fazy

mozna obliczy¢ jako:

2:&
dTr AV

Poniewaz przy zmianie stanu skupienia zachodzi takze zmiana entropii, wigc musi nastgpi¢ pochtanianie ciepta. To utajone ciepto przemiany fazowej L12

okreslamy jako ciepto pochtonigte w przypadku, gdy okreslona ilo$¢ fazy 1 przechodzi w faze 2, o ile obie fazy wspotistniejg w stanie rownowagi. Poniewaz

proces zachodzi w stanie w temperaturze T, to réwnanie Clausiusa - Clapeyrona moze by¢ napisane w postaci :

dp_ Ly
dr TV

Na przykfad: dla danej przemiany mierzac zalezno$¢ temperatury przemiany od ci$nienia mo-zemy okresli¢ ciepto przemiany.

16. Uklady otwarte. Statystyki kwantowe. Granica klasyczna.

u; - potencjat chemiczny -tego sktadnika réznych sktadnikow
= I
AU =TdS — pdV +3" g dn, dF = =S4T - pdl +3 pydn,
i1 -1
I I
dH =TS +Vdp + 3 mdn, 4G = —SdT+Pdp + 3 pydn
i il
it = orr O | éF oG
= — === = = = ==
@ gy \Ou g, \O% Jpp (0% )p

Kazdy sktadnik dyfunduje do fazy, w ktérej ma mniejszy potencjat chemiczny.

Duzy zespot kanoniczny.
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Zespot kanoniczny

P =le"ﬁr F = mir, F=-kTInZ
z

Duze otoczenie z okre$long liczbg czastek utrzymuje temperature; stata objetos¢, potencjat
chemiczny. Zmiana ciepta i zmiana liczby czastek nie zaburza otoczenia.

E, - catkowita energia-stata
Ny - catkowita liczba czgstek-stata
So- entropia otoczenia

a5 a5
Sl B F Ny =N, =5, (8, M) =5, (B, M- —= | -EB,—-|—2| W
A M 4 o7 ), an ),
F A v [

r

]
e

AE=TdS— pdV + Vv = | B] __H
= £0 ), T

=0

E?’ »
SDI:ED -E,., N, _Nr):SD - T +#§:

&,
Pw@"é

By ~exp[- 6B, - uV,)]

P,Nﬂuéexp[-m,-w,ﬂ

Z; ZZN:CXD[—;@(E; _FM)] duza funkcja rozdziatu

Potencjatk Q= F—uW=-kTlhZ,

Duza funkcja rozdziatu:
Prawdopodobienstwo dotyczace ilosci czgstek w danym stanie kwantowym dla matego ukitadu
oddziatujacego cieplnie (bez pracy) z otoczeniem.

Statystyki kwantowe
Zatézmy, ze czgstki gazu doskonatego sa nierozréznialne, nie mozemy $ledzi¢ indywidualnej czastki.

Wybieramy jaki$ poziom energetyczny i obserwujemy jego obsadzenie - poduktad. Jest to uktad
otwarty.
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W gazie doskonatym

E[n, )= n, - & - nie ma energii oddziatywania, energie sumujg sie od kazdej czasteczki.

Wtedy dla poduktadu- dla konkretnego poziomu energetycznego

Zy (?‘) = Z [e_ﬂ(sr_#r)]'r - obsadzenie danego poziomu
e

Mamy dwa rodzaje czasteczek:

1. fermiony (o spinie potéwkowym) n,=0,1, np. elektrony,
2. bozony (o spinie catkowitym) n,=0,12,...,% np. fotony.

dla fermionéw

=0
Dla bozonow:
o _ _ , 1
Zf("):n;[e ple ’U)]ﬂ BT
Q=-kThZ,

QF (r) =—kT1In (1 + e'ﬁ(s"'“))

QF(r)=kr 1n(1_ g—ﬁ(s,—p))

Srednia liczba czasteczek:

ﬁr=L-ane"3(“p’3 —@=—i[k‘1’]nzd)
z, 5 7] it
_F__mF(r):kT_e_ﬂs’_F)'ﬁ _3__593(?”)
’ b 14 g &) ’ Ot
_F 1 5 1
L _eﬁisr—ﬂj_l_l L _eﬁfsr—,uj_l

sq to tzw. statystyki kwantowe
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Dla catego uktadu:

Granice klasyczne

Dla matych n, pomijamy jedynke w mianowniku

-z~ )

et L o — é:e-ﬁer
et

g

1, e
& - parametr zwyrodnienia

Jezeli £ <=1 gazjest niezwyrodniaty, wtedy mozemy uzywac przyblizenia klasycznego.

N S A

Z, zwykta funkcja rozdziatu

}"3}, = - wzor Maxwella - Boltzmanna (statystyka klasyczna)

ﬂ e—ﬁ@
Z1

Statystyka klasyczna dobrze dziata dla matego parametru zwyrodnienia. Dla duzej wartoSci
parametru zwyrodnienia musimy uzywac statystyki kwantowej.
Zwykta funkcja rozdziatu dla gazu klasycznego wynosi:

S Y v
Kas ﬁ%_ h }8%

Przyktady:

o
dla elektronow [E ecl0™m® T SK] = £, w4000 = satystyka kwantowa
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dla helu w bardzo niskich v g
temperaturach [E wl0™m® T SK] = e =7 = statystyka kwantowa.

dla fotonéw (=0 = £=1) = statystha kwantowa.

dla gazu doskonatego &, =4 107 =<1 = statystyka klasycza

Zatem hel gazowy mozna traktowac jak gaz doskonaty.

17. Rozktad Plancka.
Rozpatrzymy rozktad Bosego-Einsteina dla fotonow.

Potencjat chemiczny: #=0, bo nie jest zachowana liczba czastek

E= Tg-n(g)- glz)dzs

H(E) - obsadzenie g(E) - gestos¢ stanéw

(statystyka) (k) - zwigzek dyspersyjny

A ¢ il
s A . 2V
Gestos¢ standw jest stata w przestrzeni wektora falowego: wik)=—
T
2V 4n’ 2V 4z 8y’ 8w’
wk) k|, = [ = k|, = [ =25 dy = dv
[y %], = [ =], = [ =
)
1%V
FE=|hv ———dv
'[ g1 7
g’ kv
pr[v)dv= I dv rozktad Plancka dla promieniowania
e e -1

Prawo Stefana-Boltzmanna: E= I For (v)dv =V.g-T
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Prawo Wiena:

ﬂr[v:ld": PR T v pr[v:ldv i Pru)d‘l
v=£ = dv=i
A 22
g (c)y 1 -¢ 8z 1
e P R L
gt -1 et —1
d
pr[ﬂ,): it 1 3 8 Pt exp&—l
dA 1?45 ﬁhc i 5 ﬁhc : A
5 [

szukamy ’Hmax czyli

do:3)_, [is{ﬁ_lﬂlzo

di

B 2 _ phe

5% + et . pE -54 =0

e e
5a% et —1|- fhct’e * =0

she e
5{8’* —IJ—%QJ‘ =0

] . phe
Zrobmy podstawienie T =&
5(8*1 —1)— e =0 5(8*1 —1)= ae®

a=l = % ==1
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wowczas 50% s g 2® a=2>5
i1
—'B £ n 5 Ao 7 ii
Ao kT
c
A = - prawo Wiena

18. Gestos¢ stanéw w przestrzeniach 1, 2, 3-wymiarowych. Periodyczne a sztywne warunki
brzegowe.

Obliczamy gestos¢ standw w przestrzeni wektora falowego

Periodyczne warunki brzegowe

plx+1)=plx)

Réwnanie Schroedingera (;‘)(JC)= A | ppix

k-I=2msn -okresowos¢ 2x = k=0,%

nenn

2z .z b
! ! !

T
Ak = T na ten obszar przypadajg 2 stany, ze wzgledu na spin

Takie rozumowanie mozna rozciggng¢ na wiecej wymiarow:
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1D: wlk)= 2[
2D: wik)= 2{

3D: wik)= 2[

Sztywne warunki brzegowe

_ _ 7 wartosci wtasne sg tylko dla dodatnich wartosci wektora falowego k - fala
k-l—nﬁzk—rs? stojaca

1D w'(k)= 2L
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Mimo, iz w(k)=1/8[w'(k)] to catkowita liczba standw jest taka sama, bo catkujemy po wartosciach
dodatnich (1/8 przestrzeni).

Gestos¢ stanéw w przestrzeni energii

1 wymiar

w(k )k = g(E)E

2 wymiary

stata energia jest na sferze

l 2
E)E =2 — | 27 kdk
g(&) [2;;] 7 kdk

b3
E—sz
> m i
g(E)dE:_;-;_dE g(F)= —| =const
7 R° Ll
3 wymiary:
AR .
glEJE =2 —| -4a de = 82" —dk
2z s
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g="" = k2=

ke 1 — 1 1 [m
:—2-—:_—
B mzﬁﬁzg

Rysunek: gestosci stanow w przestrzeni energii (dla przestrzeni 1- 2- 3-wymiarowych)

g(H)

o : const.

|
s T ¥E

19. Gaz elektronéw swobodnych.
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E[E)=W

ke- maksymalny promien wektora falowego (promien Fermiego w temp. 0 K)

N- catkowita liczba elektronéw =objetos¢ kuli Fermiegio x gestos¢ standw

4 3 v
N=_m. = -2—
377 Tgr
ke N
F_=2" =3 -koncentracja (gestos¢) nosnikow
Tt v

¥,> =3z%n| -promien kuli Fermiego

Pr=Fk-k;| -pedFermiego

Ve = £r1 _predkosé Fermiego
m
2 2
E,= Rk -energia Fermiego
2m

Rzedy wielkosci

kula o promieniu rg jest rowna objetosci przypadajacej na 1 elektron

4 3 v 1
_m‘s = — = —
3 N =n
3 3
r. = ——
T Amm
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@ =——=0,529 A-promien atomu Bohra

Koncentracje odczytujemy z tablic:

dla metalu; —~2+6 (elektron ma kilka promieni atomu Bohra dla swobodnego ruchu)
Lo}
3,63-10° _ 4,20 m
kp="—"m" ¥,= 10° = ~ 1%
5 F, Y
ao ao

Whnioski:

1. Mimo, ze T=0K (klasycznie powinny przestac¢ sie poruszac) okazuje sie, ze elektrony muszg
sie poruszac, poniewaz stany podstawowe sg zajete i muszg by¢ pakowane do wyzszych
stanéw energetycznych, tworzac kule Fermiego.

2. Najwieksza predkosc¢ elektrondw jest rzedu 1%c, czyli mozemy zaniedbaé poprawki
relatywistyczne.

energia atomu wodoru 1Ry =13,6ei”

50leV

5=y

(1eV ~11400K)

Na poziomie Fermiego elektrony majg takg energie, jakg miataby gaz idealny o T ~ 11400 K

Ep>=>E

v  (energiatermiczna w temperaturze pokojowej)

Jezeli dodamy temperature, to rozmyje nam krawedz kuli Fermiego, ale bardzo niewiele. Nadal w
pierwszym przyblizeniu mozna przyjac¢, ze wszystkie stany ponizej sg obsadzone, a powyzej sq
puste.

Energia catkowita (dla T=0K)
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catka po kuli Fermiego

k 17 .2 1k 2
fhk vV Vi< °F Vh
E=|E APk = |2 _Agltdk = krdk = k.’
£ * m( )d L 2m Arx mr’ -! 10mz?
Srednia energia na jedng czasteczke
kpa271 2k 2
s vV VR 't Vh
E=|E, alk\d’k= Ak = ik = k.
! * m( )d o 2m Ar 2mt -! 10ma® ©
E 3
—="F,
N 5
E 58,2
TF:—kF = 2% 10°K
5| (rsfa,)

Zarowno Erjak i Tr sg duze w poréwnaniu z energig termiczng (w T=0 K).

Liczymy przyblizenie gazu doskonatego, wiec nie liczymy energii potencjalnej. Ale poniewaz gaz
elektronéw rozpatrujemy w sieci krystalicznej, wiec w pierwszym przyblizeniu mozna zaniedbaé
oddziatywanie miedzy elektronami.

Wiasnosci termodynamiczne gazu elektronéw swobodnych.

Statystyka Fermiego:

1
f(E) =— m =n" (E) Srednie obsadzenie danego poziomu energetycznego
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RE)
1
=0 rozktad Fermiego w T=0 K
HE_ E
p(T=0K)=E;
f(E)
1 KT
H >0 wT>0K u(T)= E;,
|
|
|
|
|
:
H<E . E

N= Ig(E) n (E)dE - to réwnanie pozwala wyznaczy¢ potencjat chemiczny
a

1

Funkcia  f(E)= AT

zwana jest rozktadem Fermiego
)41
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Jest to funkcja rozktadu dla czastek, z ktorych tylko jedna moze zajmowac kazdy stan kwantowy. Dla
elektrondw i wszystkich pozostatych czgstek majgcych spin potdwkowy, czyli dla fermiondw, taka
funkcja rozktadu zapewnia spetnienie zakazu Pauliego. Rozktad Fermiego jest stuszny dla wszystkich
uktadow atomow lub czastek umieszczanych na z gory ustalonych pozycjach, wszedzie tam, gdzie
tylko jeden atom lub czastka moze zajmowac takg pozycje. sytuacje takie mozna napotkac przy
rozwazaniu termodynamiki defektéw, rozpuszczania gazéw w ciatach statych.

W wyzszych temperaturach ostra krawedz funkcji Fermiego zostaje zaokraglona- stany ponizej
energii Er majg skonnczone prawdopodobienstwo bycia pustymi, a te o energiach wyzszych od E¢
moga by¢ zapetnione. Szerokos¢ obszaru, na ktérym odchylenie funkcji Fermiego od funkcji
schodkowej jest znaczace, jest rzedu 2kT. Widaé, ze w miare podnoszenia temperatury tylko
niewielka liczba elektrondw moze pobrac energie. Fakt ten ma istotne konsekwencje, np. dla ciepta
wtasciwego gazu elektronowego.

Ciepto wiasciwe elektronéw w metalach

Dla typowej koncentracji elektronéw przewodnictwa nalezatoby oczekiwa¢, poza cieptem wtasciwym

3

c=2nk
sieci krystalicznej, wktadu od elektronéw do ciepta wtasciwego 2 | zgodnie z prawem
ekwipartycji energii - przynajmniej w podwyzszonych temperaturach. Doswiadczenia wykonywane na
metalach nie wykazatly jednak odchylen od prawa Dulonga- Petita. Powdd jest prosty: elektrony, w
odréznieniu od gazu klasycznego, moga pobieraé energie tylko wtedy, gdy majg mozliwosé
przeniesienia sie na nie obsadzony stan o energii niewiele sie roznigcej od energii stanu
wyjsciowego. Liczba elektronéw, ktére majg takg mozliwosé, wyrazona jako utamek catkowitej
koncentracji n, jest zaledwie rzedu 1%, jak to pokazuje nastepujacy przyktad:

"Rozmyty" obszar funkcji Fermiego ma szerokos$¢ rzedu 4kT, czyli zakaz Pauliego zezwala tylko
czesci 4kT/Eg wszystkich "swobodnych" elektronéw (o koncentracji n) na absorbowanie energii
termicznej. Energia przypadajgca na jeden elektron jest rzedu kT, tak wiec energia catkowita
wszystkich termicznie wzbudzonych elektronéw jest rzedu

AkT V1
EF

I

Oznaczajgc przez

-

temperature Fermiego, otrzymujemy nastepujace oszacowanie rzedu wielkosci ciepta wtasciwego
elektronéw:

8T
or T,

Ca

T

Temperatury Fermiego sa rzedu 10° K i to, ze wzgledu na czynniki Ty we wzorze, ttumaczy znikomy
wkfad elektronéw przewodnictwa do ciepta wtasciwego.

Przeprowadzimy dokfadnie obliczenia:
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Esf

E.; -energia elekt. = - ciepto wtasciwe elektronow

Pochodna funkcji Fermiego po temperaturze jest niezerowa tylko w poblizu energii Fermiego.

Poniewaz gestos¢ standw ngE) - ‘IE czyli jest ciggta funkcjg energii, w obliczenia istotna jest tylko
gestosc¢ standw na powierzchni Fermiego.

Cu “g[EF)I(E_ Ep)%ﬁ

o & 1 E-E, /5%
oTmwE T TEH T ¢ oeem 2
Chitd e 41 [QTH]

F-F dF
zrébmy podstawienie;  x = £ =dx

Eo) kT | x* E k2T | x? dr
ngﬂfg[ F) _EFx (e"+1)2“g[ F:l _J;:c (e”+1)2

Cet “%EZE(EF)sz
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g
ke
my my R my vi3g? 3,2 3N 3N
g(EF)_ T NI = — )2 . Tg3 RF T T zﬁz_____
a°h Pre 2 k Tt 2 Rk; 2E; 2kTp
2m
EF
2
e 2N e T o L o L
37 2kT, 2T, Ty

Jedyng réznicg pomiedzy Scistym rachunkiem i poprzednim szacowaniem jest pojawienie sie
2
7 /
czynnika /2 zamiast liczby 8.

Ostatecznie :

Cei ~

fonony / ~T 3
Cv

~T

gaz
alekirondow
swobodnych

T

W niskich temperaturach ciepto wiasciwe sieci krystalicznej jest proporcjonalne do T° (model
Debye’a), a zatem catkowite ciepto wiasciwe wyraza sie wzorem :

c=ﬁ+,{3‘§f’"3
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Przyczynek do ciepta wiasciwego pochodzacy od gazu elektronéw swobodnych jest istotny tylko w
niskich temperaturach, kiedy sktadnik liniowy przewyzsza sktadnik szescienny. Dla niektorych

substancji efektywna masa jest bardzo duza (majg duze ¥ ). Sgto tzw. ciezkie fermiony.
20. Pétprzewodniki: gestos¢ nosnikéw, prawo dziatania mas, potencjal chemiczny.

Potprzewodnik jest to izolator, w ktorym w stanie rownowagi termicznej czes$¢ nosnikéw tadunku
uzyskuje swobode ruchu.

W temperaturze zera bezwzglednego czyste i doskonate krysztaty wiekszosci potprzewodnikéw
bytyby izolatorami. Charakterystyczne wiasciwosci potprzewodnikowe wywotane sg zazwyczaj przez:
termiczne wzbudzenie, obce domieszki, defekty sieci. Pétprzewodnikami nazywamy w praktyce
przewodniki elektronowe, ktdrych warto$¢ oporu elektrycznego w temperaturze pokojowej zawarta

jest w granicach od ~10*do ~10°Q . cm, tj. zawiera sie pomiedzy wartosciami oporu dobrych

przewodnikéw [~1072 - om)a izolatorow (10" do 10%¢ . cmm) Opor elektryczny potprzewodnikow jest
zazwyczaj zalezy od temperatury. Do przyrzaddw, ktérych dziatanie jest oparte na wtasciwosciach
potprzewodnikdéw, zalicza sie tranzystory, prostowniki, modulatory, detektory, termistory i fotokomorki.

W idealnym dielektryku albo wszystkie stany sg zajete albo wszystkie sg puste (w T=0 K). Ze
wzrostem temperatury istnieje niezerowe prawdopodobienstwo przejscia elektronu do pasma
przewodnictwa. Przewodzenie jest elektronowe a takze dziurowe (jesli wypadnie elektron, to
powstanie dziura, ktéra rozluznia pasmo i elektrony mogg poruszac sie w obrebie pasma).

Potprzewodniki: Si[ Zg =112 eV), Gel Bz = 0,67 ¢V Jw T=300 K
Gestos¢ (koncentracja) nosnikow
Elektrony w pasmie przewodnictwa (E.- dno pasma przewodnictwa):

N dE
n(T)= ISC(E)' S ]

E

3

Dziury w pasmie walencyjnym (E,- szczyt pasma walencyjnego):

5,
1 1
P,,(T:'=_J;§v(5)' = I dz = J.gv(E)'—eﬁ(ﬁ_z)HdE

ubytel eleltronder

Potencjat chemiczny jest bardzo czuty na domieszki. Zrobimy prostszy uktad - pétprzewodniki
samoistne, bez domieszek, ktére w T=0 K sg idealnymi izolatorami.

Przyblizenia: pétprzewodniki samoistne i niezwyrodniate, {j.:

B, —p==k,T
p- B =k, T

poziom gjest daleko od poziomow E, i E, (w sensie energii termicznej)
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1

I e—ﬁ(E—f-‘)ma

PrAC A | dla F = H,
! o P B

6‘8(’“_)5‘) +1 dla E <Ev

n (1) = g (B 7B = 75 [ g (B " FOdE
E, E

[

przyjmujemy IV, = J.gc(E)E_ME_E‘)dE (nie zalezy od domieszek)
E

¢

F -fiE,~F
B = g (B)e"5PdE
Eﬂ

koncentracje nosnikow: (77 (T)= N (T)e'ﬁ(gc‘#)

p,(D)=F, e ™™

Policzmy g., g., Py, Ny
g (E) o JE—E,
gp(E) o -\J'Ev -k

Po prostym catkowaniu otrzymujemy:

ET
N.(T)= 2,5(ﬂ] (L] 10¥ fom?
L

gdzie mcz,mf- iloczyny wartosci gtownych tensora masy efektywne;.

Prawo dziatania mas.
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W iloczynie: *.  Pvzredukuje sie potencjat chemiczny.

n,-p, =N, B e WP gdzie E -E,=E, -przerwa energetyczna

nop=NB-e™

dla potprzewodnikow samoistnych: 7,70 = p,(I) =1(T)  co prowadzi do uktadu rownan:

n, (1) = JN,(I)- B, (T)e ™! ?

n(I)=n, =N, (e "5
n(I) = p, = P,(Te "

F
jedyne rozwigzanie: |#=E, + %Eg —l—%kﬂTlnF"

=

- 1
Jezeli T=0K: u(0)=E,=E + EEg

czyli energia Fermiego jest doktadnie w potowie przerwy energetycznej.

E

pasmo | przewodnictwa

E,

pasmo| walencyjne
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