Podstawy fizyki kwantowe.

Zadania z rozwigzaniami.

Zjawisko fotoelektryczne zewnetrzne
Progowa dtugosc¢ fali dla wybicia fotoelektronéw z metalicznego sodu wynosi 5.45007 m

a. wyznacz maksymalna predkosc elektronéw wybijanych przez swiatto o dtugosci fali
2007 m

b. jakie jest napiecie hamujace dla fotoelektronéw wybijanych z sodu przez swiatto o dtugosci
fali 2007 m.

Rozwigzanie
Znajac progowa dtugosc fali na wybicie elektronu mozemy obliczy¢, jaka jest praca wyjscia
(praca potrzebna do wybicia elektronu z powierzchni metaluj dla sodu. Pomiedzy dtugoscia fali Swiatta a
energig fotonu jest zwigzek:

E=hv

gdzie v = T Dtugosc fali to inaczej odlegtos¢, jaka pokonuje fala w czasie jednego okresu,

wiec dla swiatta A =¢T . Uwzgledniajac powyzsze V =%
A
e
w A

gr
W, - praca wyjscia, A, -graniczna dtugosé fali
Jesli cata energia padajacego fotonu zostanie zuzyta na wybicie elektronu to elektron bedzie
miat energie

E=hv-W,
E:E—E
Ao,

Oczywiscie E jest energig kinetyczna elektronu, wiec mozna napisac

2
I’I’leU :hC ] _L
2 2,
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Obliczenie napiecia hamujgcego tez nie jest problemem. \Wystarczy energie elektronu w
dzulach podzieli¢ przez tadunek elektronu. Po podstawieniu

v=1.1800°"
S

E=62900"J

U=393V

Fale materii

lle wynosi diugose fali przypisana elektronowi o energii 100 eV.

Rozwigzanie

Dtugosc fali czastki materialnej poruszajacej sie z predkoscia v jest opisana wzorem:
_h
- mu

gdzie h oznacza statg Plancka (tzw. kwant dziatania); /m masa czastki. Energia kinetyczna
elektronu to

£= m,U
2
wiec
2F
= |—
m@
po podstawieniu do zaleznosci na A
A= h

N2Em,

Energia wstawiana do powyzszego wzoru musi by¢ w J, nalezy wiec dokona¢ zamiany
100eV =1000.6020007" J .
Po podstawieniu wartosci liczbowych dostajemy wynik

A=1.2300"m
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Model planetarny atomu wedtug Bohra
Zat6z, ze model planetarny opisuje ruch elektronu w atomie wodoru. Jesli promien orbity
elektronu wynosi 5.3007"' m oblicz:

a. czestosc kotowa elektronu,
b. predkosc liniowa elektronu,

c. energie kinetyczna elektronu w el/ Jaka jest minimalna energia potrzebna do zjonizowania
atomu?

Rozwigzanie

Oczywiscie trzeba pamietac, ze model Bohra jest btedny i nie oparty na zadnych konkretnych
przestankach fizycznych. \W zadaniu zaktada sie jednak, ze atom wodoru jest zbudowany tak
jak to opisat Bohr.

Wtedy rozwazamy ruch elektronu wokét masywnego jadra*. Pomiedzy  «prymujemy, i nie jest to

elektronem a protonem wystepuje kulombowskie oddziatywanie wiglkim bledem, Ze srodek
r Cia ai ace masy ukfadu jadro elektron
przyciagaj znajduje sie jadrze. Elektron
_ e2 ma mase
F_4m: = m, =9.109007 kg .
' o 0 Natomiast proton
Jest to jednoczesnie sita dosrodkowa w ruchu po okregu. Jak (stanowigcy jadro atomu
pamietamy z lekciji fizyki sita dosrodkowa wyraza sie wzorem wodoruj m, =1.676 10" kg .
U 2 Jak widac jest to roznica
Fd = m czterech rzedow wielkosci.
r

gdzie vpredkosc liniowa ciata poruszajgcego sie po okregu; rpromien okregu; m masa ciata;
W tym zadaniu sita dosrodkowa wyglada nastepujaco:
2

F,=—m,
r
I jest rowna sile oddziatywania elektrostatycznego, wiec:
vl €
—m =

ro ¢ 4y’
i dostajemy predkos¢ liniowa

2
e

4TE ) rm,
Czestosc kotowa uzyskamy tatwo, gdy zauwazymy, ze:
_2mr

U=

wiec
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S
r\ 4TE, rm,

Obliczenie energii kinetycznej tez nie stanowi problemu.

2
v'm, _ €

2 8Sre,r

2
e

E =
8TE, 1

Aby obliczy¢ energie jonizacji trzeba znac¢ catkowita energie
elektronu, czyli nie tylko energie kinetyczna, ale i potencjalna. Suma
tych energii daje energie catkowita i dla stanéw zwigzanych* jest
zawsze ujemna.

Energia potencjalna uktadu proton { elektron wyraza sie wzorem

2
e

41E,)r

Energia catkowita wyrazi sie suma
E.=E +E =E
c b4
2 2

e e
+

Ire,r 8TE,r

Jjonizacji

Jjonizacji

co po sprowadzeniu do wspdélnego mianownika daje

2
e

8rE,r

Jjonizacji

Ostatecznie po podstawieniu otrzymujemy wyniki:
w=4.1200"5s""

v=2185993"
R)

E, =13.6eV
E,.. =-136eV

Jjonizacji

*Elektron i jadro w atomie
tworza stan zwigzany,
podobnie w stanie
zwigzanym sa Ziemia i
Ksiezyc czy Ziemia i stacja
orbitalna. Gdy ludzie
wysytaja sondy kosmiczne
poza ukfad stoneczny to
nadaja im taka energie,
aby nie tworzyty stanow
zwigzanych z innymi
planetami.
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Widmo wodoru

Znajdz dtugosc fali w metrach dla pierwszych trzech linii serii Lymana dla
wodoru. W jakim obszarze widma leza te linie.

Rozwigzanie
Seria Lymana obejmuje przejscia z powtok wyzszych na powtoke pierwsza, czyligdyn=1,
m =2, 3, 4,... Dlugos¢ fali mozna obliczy¢ ze wzoru Balmera-Rydberga

1_.0l 1
R

gdzie R =10973731.534m™" oznacza statg Rydberga.
Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy

A, ,=121.5nm
A, =102.5nm
A, =97 2nm

Przejscie elektronowe
Elektron w atomie wodoru przechodzi ze stanu n = 5 do stanu podstawowego n = 1. Znajdz
energie i ped emitowanego fotonu.

Rozwigzanie
Wykorzystujac wzor z poprzedniego zadania dostajemy

1_. 01 1
3 =Rt

i_Rmz -n’
A n’m’
Wzér na energie jest juz znany
E=hv = he
A
wiec wykorzystujgc wzor Rydberga
m’ —n’
E =hcR I

Ped obliczymy ze wzoru
E2 :mgc4+p2c2
Foton nie ma masy spoczynkowej [mg= 0), wiec jeden czton wyrazenia znika | zostaje tylko
EZ :p262
w ten sposéb po przeksztatceniu otrzymujemy wyrazenie na ped fotonu
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_E
p =
C
Podstawiajac wczesniejsze zwigzki
_h
P
2 2
m’—n
=hR
P n’m’
Po podstawieniu wartosci liczbowych:
E=13.1eV

p=69800"" m3" ke

Model Bohra

W modelu atomu wodoru Bohra orbity, n = 1,2,3,... sa oznaczone
literami K, L, M,.... Dla elektronéw na kazdej z orbit K, L, M, oblicz:
a. promieniowanie orbit,

b. czestosc obiegu,

c. predkosci liniowe,

d. momenty pedu,

e. catkowita energie uktadu.

a. Pytanie jest nieprecyzyjnie sformutowany. Postulat Bohra moéwi o tym, ze elektrony
poruszajace sie po orbitach nie promieniujg energii (inaczej musiatyby spadac na jadro).
Fotony sa wyswiecane wtedy, gdy nastepuje przejscie elektronu z orbity wyzszej na nizsza.
Mozna, wiec wykorzysta¢ wzor Rydberga do wyznaczenia dtugosci fal wypromieniowanych
przy przejsciach:

A, ,=121.5nm
A, o, =102.5nm
A, , =656.Inm

b. Nalezy wyprowadzi¢ wzér ogolny, pozwalajgcy obliczy¢ promien dowaolnej orbity
Bohrowskiego wodoru. Nalezy to zrobi¢ w oparciu o postulat méwigcy o skwantowaniu
momentu pedu elektronu na orbicie.
L= ni
2
gdzie L jest momentem pedu na orbicie n. Dla przypomnienia moment pedu jest iloczynem

wektorowym promienia wodzacego i pedu [ = 7 x p . W przypadku toru bedgcego okregiem
wartos¢é momentu pedu wyraza sie jako

L=mur.
Nie bede przeprowadzat catego wywodu dotyczacego wzoru na czestos¢ obiegu [mozna go
znalez¢ w podrecznikach do szkoty sredniej). Ogranicze sie do podania wzoru.
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e
w=
3
4rEe,m,r,
gdzie
2
_ &hT
r, = R
Tin e

Po podstawieniu wielkosci liczbowych otrzymamy
W =4.100"s™
w,=5100"s"
w,=1.500"s"

c. Obliczenie predkosci liniowych polega jedynie na wymnozeniu czestosci @ przez promien
U,=w,r,

nn

v,=2175459"
S

v,=1087729"

S

v,=7251532
A
d. Podstawiamy wartosci do wzoru

L = ni
2
L, =1.0603007" m’s kg
L,=2.12060007" m’s kg
L,=3.1809007"m’s kg
e. Catkowita energia ukfadu.

4
me

F =——

T se
E, =-13.6eV
E,=-34elV

E,=-15eV
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Réwnanie Schrodingera

Funkcja falowa 7
‘P(x) =4, sinB@xE
OL LC

jest zdefiniowana jedynie w obszarze O <= x <= L. Skorzystaj z warunku normalizacji do
obliczenia statej A..

Rozwigzanie

Warunek normalizacji mowi o tym, ze catka kwadratu modutu funkcji falowej po catej
przestrzeni jest rowna 1. Tutaj warunek bedzie miat posta¢ nastepujaca.

j'A,f sinZB@x Eix =]

0 oL O

Ajj'sinZB@sz’x=]
q OL O

Zastosujemy zamiane zmiennych. Niech

wtedy
L
A7 —— J'sinz(u)du =1
2m 4
Obliczajac catke dostajemy, (Catke mozna spisac z tablic lub, jesli ktos chce, obliczyé metoda "przez

czesci" ]
2m 2710

I sin®(u)du = D—lsinucosu +iuD =1m
0 E 2H
Podstawiajac wynik do warunku normalizacji otrzymamy
. L
A —=
2

co daje ostatecznie

L
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Udowaodnij, ze
W] C
‘P(x,t) = Aexp%(px —Et)E
jest rozwigzaniem réwnania Schrodingera. Czy funkcja ¢/ +(//* jest tez rozwigzaniem?

Rozwigzanie

W(x,t) = Aeg(px_Et)
warto zauwazyc, ze
QU(x,t) = Ae;pxe_;Et
czyli
Wlxd) =g(x)e
Funkcja falowa data sie roztozy¢ na dwa czynniki, z ktdrych jeden zalezy wytacznie od
potozenia a drugi tylko od czasu. Jesli wykonamy teraz podstawienie do rownania
Schradingera
2
—;“—Dzw(x,t) +UW(x1) = ih—awa(tx’t)
m
wiec

—%e_;EtDZQU(x) s Up(x)e ™ :ihw(x)g—igg{;ﬂ

. . i
dzielgc stronami przez e‘gEf otrzymamy

—%Dzw(x) +Up(x) = Egls]

Rownanie to jest nazywane rownaniem Schrédingera bez czasu i dotyczy przypadkow
stacjonarnych tzn. takich gdzie potencjat U nie zalezy od czasu.

Dalej piszac o rownaniu Schrddingera bede miat na mysli wtasnie réwnanie Schrédingera
bez czasu (Wtedy funkcje falowa daje sie roztozyc na dwa czynniki, z ktérych jeden zalezy tylko

od potozenia a drugi tylko od czasul.

Podstawiajac do tego réwnania jawnie funkcje

i
—px

Wlx) = 4’
dostajemy
2
p—(ﬂ +UY =EY
2m
Pomiedzy energia kinetyczna i pedem w fizyce nie relatywistycznej zachodzi zwigzek
2 2
mu p

B, =1

2 2m
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wiec rownanie ma sens, dostaliSmy sume energii potencjalnej i kinetycznej réwna catkowitej
energii czastki, co jest prawda.
Jak tatwo obliczyé funkcja ¢ = +{" ma postaé

hZ p2
—__ |:|2 =4
2m ¢ 2m ¢

co, podabnie jak poprzednio, mozna podstawi¢ do réwnania Schradingera.

Otrzymamy wtedy
2
Ez—p +U % =E{
m

Lewa strona jest suma energii kinetycznej i potencjalnej a prawa jest catkowita energia
czastki. Wynika z tego, ze lewa strona jest réwna prawej, czyli funkcja ¢ =/ +(" rowniez
spetnia réwnanie Schrodingera.

Zbadaj, czy
l,[l(x,t) = Asin(kx —ax)
jest rozwigzaniem réwnania Schrddingera®?

Rozwigzanie
Funkcje mozna wyrazi¢ tez wykorzystujac zwiazki
E=hw
oraz
p =hk

Wtedy przybierze postac
1] :AsinB£ px—Et E
EP’Z( )[
Pozostato juz tylko podstawienie do réwnania
2
-y vy = £y
2m
podobnie jak w poprzednim zadaniu otrzymamy

e
m

Ostatecznie mozemy wiec stwierdzi¢, ze funkcja 4’ spetnia réwnanie Schrédingera.
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Wyznacz dozwolone wartosci energii i funkcje falowe czastki o masie m
znajdujacej sie w nieskonczenie gtebokiej, prostokatnej studni potencjatu 0
szerokosci L.

Rozwigzanie
Sposobow rozwiazania jest kilka. Przedstawie najprostszy. Aby dotyczyt tez pozostatych
zadan przyjmijmy, ze potencjat jest nastepujacy

Ot [x <0
V=%0 00 <x<L
B+00 x >L

Tam gdzie potencjat jest nieskonczenie duzy funkcja falowa nie istnieje. W przedziale
zerowego potencjatu moga wystepowac funkcje falowe odpowiadajgce czastce swobodnej
poruszajgcej sie w prawo oraz czastce swobodnej poruszajgcej sie w lewo. Dodatkowo na
brzegach studni funkcja falowa musi znika¢. Potencjat nie zalezy od czasu, wiec
zrezygnujemy z pisania cztonow funkcji falowej zaleznych od czasu. Uwzgledniajac to mozna
napisac:
wlx)=wlx) . +olx).
wlo) =0
(L) =0

l//(x) = Ae™ + Be™™
Aeik() +Be—ik() — AeikL +Be—ikL - 0
wynika z tego, ze A + B =0 wiec B =-A.
Mozna juz zapisac )] jako

II1

czyli

w(x) — A(eikx _e—ikx)
Przechodzac do zapisu trygonometrycznego ¥ ma postac
l,U(x) = 2Aisin(kx)
W sposab naturalny dla L,U(x) =0 ale trzeba tez pamietac o tym, 2el,l/(L) =0
2disin(kL) =0 Dk :’L—Tn gdzie n=1,2,3,4...
Funkcje falowa trzeba jeszcze unormowac:
o o2 _
44 Io sin®(kx)dx = 1

po obliczeniu catki

ég—é ( )cos(kx)+§(lcx)5 =1
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Po uwzglednieniu wartosci A oraz k funkcja Y przybiera postac

L//(x) =i ,%SinéLLan

Co po uwzglednieniu czynnika zaleznego od czasu daje petna funkcje falowa ‘#(x,t)
w(x) = i\/zsinBViTx e
L 0OL O
Dziatajgc hamiltonianem na funkcje falowa dostajemy wartosci energii dla stanéw wtasnych
prostokatnej nieskonczonej studni kwantowej.
HY =Ey
E jest wartoscia wtasna hamiltonianu, czyli energia czastki. Po podstawieniu funkcji falowe;j
otrzymamy

/N h’
-— D22Aisin(kx) = —kZZAisin(kx)
2m 2m
. h°
czyli Hy zﬂkzw

Energia czastki po uwzglednieniu wartosci k wyraza sie wzorem

2
i ni n’ gdzie n=1,2,3...
2mL

Warto zauwazy¢, ze czastka w studni potencjatu nie moze przyjmowac dowolnegj
energii. Poziomy energetyczne sg skwantowane.

E=

Czastka znajduje sie w stanie podstawowym w prostokatnej studni
potencjatu o szerokosci L i catkowicie nieprzepuszczalnych sciankach (0 <x< L) :

Oblicz prawdopodobienstwo znalezienia tej czastki w obszarze

1L<x<zL
3 3

Rozwigzanie
W tym zadaniu mozna wykorzystac obliczenia z zadania poprzedniego. Nalezy kwadrat

1 2
modutu unormowane;j funkcji falowej (,l/(x) (x) przecatkowac od EL do EL

co po obliczeniu daje
P=0,61


http://www.iwiedza.net/

WWW.iwiedza.net

Przyjmujac, ze czasteczka tlenu porusza sie ze srednia predkoscia
termiczna w temperaturze T = 300K miedzy dwoma kolejnymi zderzeniami
znajduje sie w prostokatnej studni potencjatu o szerokosci

L=600"m
Oszacuj liczbe mozliwych poziomoéw energetycznych tej czastki.

Rozwigzanie

Zadanie jest troche dziwnie sformutowane i mato fizyczne, ale sprébujemy je rozwigzac
nastepujaco. Zaktadajac, ze tlen w temperaturze pokojowej zachowuje sie jak gaz doskonaty,
(co jest wtasciwie prawda przy cisnieniu normalnym i nizszym niz normalne). \Wtedy srednia
energia kinetyczna czasteczki wyraza sie wzorem

3
(E, )= ShaT
Pordwnujac to ze wzorem na energie czastki w prostokatnej studni potencjatu dostajemy
2
ikBT = h—nzznz
2 2mL
wiec
n= L 3k,Tm
s

Po podstawieniu otrzymamy wynik: czgsteczka, o ktérej mowa w zadaniu znajduje sie w
stanie kwantowym n = 3277.

Jaka jest szerokos¢ jednowymiarowej studni potencjatu z nieskonczenie
wysokimi scianami, jezeli przy przejsciu elektronu z drugiego na pierwszy poziom kwantowy
wysytana jest energia AE = leV

Rozwigzanie
Nalezy wykorzysta¢ wzor na poziomy energetyczne w takiej studni, wyprowadzony w zadaniu
10 i rozwigzaé réwnanie

E,—E, =AE
wiec
h27-[2 2 2| —
2mI? s =) = 4
h’\n; —n;

L=

po podstawieniu dostajemy
L=1.06300"m
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